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VORWORT ZUR ERSTEN UND ZWEITEN
AUFLAGE

In der vorliegenden kleinen Schrift habe ich versucht, den Leser in
elementarer und leicht verstindlicher Weise mit der zeichnerischen
Behandlung der topographischen Flichen nach der Methode der »kotierten
Projektionen« bekannt zu machen. Die gliickliche Paarung zwischen
Rechnung und Zeichnung, auf der diese Methode beruht, die darin
begriindete Freiheit, sich auch an kompliziertere Aufgaben mit Aussicht auf
Erfolg zu wagen, und daher weiter das unbewuflte Gefiihl, hier wenigstens
der »selbstgeschaffenen Schmerzen« der Mathematiker ledig zu sein, das
alles gibt diesem Schwestergebiete der darstellenden Geometrie einen
besonderen Reiz. Er wird noch erhoht durch die fast unmittelbare
Anwendbarkeit auf praktische Fragen. Ich habe auf diese Anwendungen
groles Gewicht gelegt; sie entstammen zum Teil dem geologisch-
bergménnischen Gesichtskreis und riihren aus der Zeit, als ich an der
Clausthaler Bergakademie einiges aus diesem Gebiete in elementaren
Vorlesungen iiber darstellende Geometrie vortrug ...

In der zweiten Auflage, die dem Biichlein trotz der Ungunst der Zeiten
beschieden ist, konnten mehrere sachliche und sprachliche Verbesserungen
und Ergdnzungen angebracht werden; so insbesondere in den §§_63 und 64,
wo, wie ich glaube, der Begriff des Talwegs jetzt einwandfrei erklart
worden ist. Auch wurde auf mehrfach geduBerten Wunsch ein kurzer
Abschnitt iiber Anwendungen auf die zeichnerische Analysis und die
Nomographie hinzugefiigt. Beziiglich der Abbildungen, die schon wegen
des Formates nicht mehr als einen blofen Anhalt zum Anfertigen von
Reinzeichnungen geben wollen, konnte ich mich auch aus dufleren Griinden
nicht entschlieBen, groBere Anderungen vorzunehmen. Wer aus dem Buche
ernsthaft lernen will, wird gewill nicht unterlassen, sich Reinzeichnungen
im passenden MaBstabe selbst herzustellen. Ubrigens ist es ein Unterschied,
ob es sich um eine Reinzeichnung handelt, wie sie in den Ubungen zur
darstellenden Geometrie gefordert wird, oder um eine Konstruktion an einer
topographischen oder geologischen Geldndekarte; hier wird manche



Zeichnung doch nicht viel grofler ausfallen als die Abbildungen dieses
Béndchens.

Am SchluB ist ein alphabetisches Sachverzeichnis angefiigt worden. Der
erweiterte Umfang hat es erfordert, das Buch als Doppelbandchen
herauszugeben.

Berlin, im April 1919.
RUDOLF ROTHE
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EINLEITUNG

Eine Landkarte, die einen nicht zu groBen Teil der Erdoberfliche
darstellt, gibt im groBen und ganzen das Bild wieder, das sich einem
senkrecht dariiber befindlichen Beobachter aus solcher Hohe darbietet, wo
fiir ihn die Hohenunterschiede des Geldndes unmerklich geworden sind.
Um diese Hohenunterschiede in der Karte dennoch kenntlich zu machen,
pflegt man eine geniigende Anzahl von Punkten durch beigesetzte
Hohenzahlen (Koten) zu bezeichnen, die ihre senkrechte Entfernung von
einer gedachten Horizontalebene, meist dem Meeresspiegel, in einer
gewidhlten Langeneinheit, z. B. in Metern, angeben. Auf diese Weise
entsteht eine mehr oder weniger getreue Darstellung (kotierter Rif}) der
Erdoberfliche mit ihren Erhebungen und Senken; oder in allgemeinerer
Bedeutung, es entsteht die Darstellung einer Geldndefliche oder
topographischen Fldche, worunter in der Regel eine solche verstanden
wird, die von jeder Senkrechten in genau einem Punkte geschnitten wird;
bei manchen, z. B. bei geologischen Betrachtungen, ist diese Bedingung
freilich nicht immer erfiillt.

Eine auf der Fliche gelegene Linie, deren simtliche Punkte die gleiche
Hohe (Kote) haben, heilit Hohenlinie (Schichtlinie, Niveaulinie, Isohypse),
bei1 Hohen unter dem Meeresspiegel auch Tiefenlinie (Isobathe); sie ist die
Schnittlinie der Geldndefliche mit einer horizontalen Ebene. Ein
abgelassener Teich 146t oft solche Schichtlinien, die Spuren friitherer
Wasserstdnde, an seinen Ufern erkennen.

Die Brauchbarkeit und Anschaulichkeit der Darstellung einer
Gelindeflache durch eine Karte gewinnt erheblich, wenn auf ihr eine
geniigende Anzahl von Hohenlinien der Art verzeichnet ist, da3 ihnen eine
Einteilung der Flache 1in Schichten gleicher Dicke entspricht
(Schichtenplan). Auf dieser Darstellung einer Geldndeflache durch ihre
Schichtlinien beruht die Moglichkeit, auf zeichnerisch-konstruktiven Wegen
eine grofle Anzahl von Fragen und Aufgaben zu beantworten, wie sie in der
Vermessungskunde, Kartenkunde, Geographie, militdarischen Topographie,
Bauingenieurwissenschaft, Geologie, Bergbaukunde usw. vorkommen
konnen. Die Ausfithrung der Methoden, die zur zeichnerischen Losung



solcher Fragen dienen, bildet ein wichtiges Mittel der angewandten
Geometrie, das sich aus praktischen Bediirfnissen heraus, urspriinglich
nautischen und militarischen, entwickelt hat, zuerst in Frankreich, wo die
Kenntnis derartiger Dinge noch bis vor hundert Jahren militirisch geheim
gehalten wurde.

In dieses Gebiet, das zum Verstindnis im allgemeinen nur wenige
elementargeometrische Vorkenntnisse erfordert, und dessen Pflege wegen
der sofort in die Augen springenden praktischen Verwendbarkeit besonders
reizvoll und anregend ist, will die vorliegende Schrift eine Einfiihrung
geben.

Es wird zweckmaBig sein, zundchst auch auf einige grundlegende
geometrische Begriffe und Konstruktionen einzugehen, auf denen die
alsdann zu besprechenden Aufgaben liber Geldandeflachen beruhen.



I. GRUNDBEGRIFFE UND ELEMENTARE
KONSTRUKTIONEN UBER KOTIERTE
PROJEKTIONEN

§ 1. Kotierte Projektion. Ein Punkt P’ des Raumes ist durch Angabe
seiner senkrechten GrundriBprojektion P auf eine Horizontalebene
(RiBebene, Zeichenebene) und der MalBzahl & seines senkrechten Abstandes
(Hohenzahl, Kote) von der Ebene, gemessen in Einheiten des
Hohenmalstabs, eindeutig bestimmt: kotierte Projektion. Eine Karte mit
Hohenangaben ist also eine geometrische Grundrildarstellung eines
Gelédndes durch kotierte Projektionen: kotierte Ebene.

Zwei Punkte P," und P,’ bestimmen eine Gerade g'. Zur Ermittelung des

spitzen Winkels @, unter dem g’ gegen die Horizontalebene geneigt ist, und
der Entfernung P,'P," (Luftlinie) konstruiert man in der Zeichenebene das

rechtwinklige Dreieck mit den Katheten P,P, und P,P,” = k, — k,, aus dem

die gewlinschten GroBen mit Transporteur und Mallstab zu entnehmen sind
(Eig.L und 2).

Fig. 1. Fig. 2.

Ubrigens heiBt ¢ der Fallwinkel, tg ¢ das Gefiille, der Anstieg oder die
Boschung der Geraden g'.

Da man es im folgenden immer mit der Zeichnung in der Rilebene zu
tun hat, so spricht man in der Regel von dem Fallwinkel, dem Gefdlle usw.
der gezeichneten Geraden g, der Projektion von g’, obwohl man darunter
natlirlich stets die Groflen meint, die g' selbst zukommen. Darauf ist in
Zukunft zu achten.

§ 2. Mafistab der Zeichnung. Die Abmessungen der Zeichnung werden
meist mit denen der Wirklichkeit nicht iibereinstimmen, sondern geben sie
in verkleinerten Malstdben wieder. Verhalten sich z. B. die
Horizontalentfernungen der Zeichnung zu denen der Wirklichkeit wie 1 : o
(bei den preuBischen Meftischblittern wie 1 : 25 000), die gezeichneten



Hohen zu den wirklichen wie 1 : B, so ist die wirkliche Entfernung nicht
mehr

[ =\BP + (ks — k3)?),

sondern sie ist

L=oz - Bp7 + B - (kg — k3)?),

und der Neigungswinkel im allgemeinen nicht ¢, so daf3

_ k=K
t
S ok
sondern gleich @, so daf3
by —k
tgd=L" 1237P-[

Nur wenn B = a, wenn also Horizontalentfernungen und Hohen im selben
Malstab 1 : o aufgetragen sind, ist L = a/, ® = ¢. Obwohl das praktisch
selten angiingig ist — meist ist p > o; Uberhdhung —, wird es im folgenden,
wo nichts anderes gesagt 1st, doch der Einfachheit wegen stets
vorausgesetzt, zumal viele Konstruktionen von der Wahl der Maf3stdbe ganz
unabhingig sind.

§ 3. Einschalten eines Punktes. Die Fig. 2 zeigt auch, wie man die Kote
k eines beliebigen, auf g gelegenen Punktes P ermittelt, denn es ist PP" =
k — k, Sie zeigt ferner, wie man bei gegebener Hohenzahl &£ den

zugehorigen Punkt P auf der Geraden g konstruiert: Man trigt, unter
Riicksicht auf das Vorzeichen der Kotenunterschiede, auf P,P,” = k, — k, die

Strecke k, — k ab, entweder von P,” aus bis Q und zieht dann die Parallele
QP" zu P,P,, oder besser von P, aus bis R und zieht dann die Parallele RP
zu P,’P,; wenn k, — k, und k, — k verschiedenes Vorzeichen haben, mufl man
k, — k an P,P,” verlingernd antragen, wie es bei der Konstruktion von (P)
geschehen ist. Ubrigens sind diese Konstruktionen weder davon, dal P,P,"
1 P,P, ist, noch von dem gewdéhlten Hohenmallstab abhidngig. Auch

rechnerisch, sehr bequem und ausreichend genau mittels des
Rechenschiebers, 1463t sich die Kote von P nach der Formel

P,P
k=k1+ﬁ'(k2—k1)



bestimmen.

§ 4. Stufung (Graduierung) einer Geraden. Durch Wiederholung der
eben beschriebenen Konstruktion kann man auf einer durch zwei Punkte
PP, eines kotierten Risses gegebenen Geraden g solche Punkte bestimmen,

deren Hohenzahlen von Einheit zu Einheit, oder von 10 zu 10 Einheiten
oder dergleichen, fortschreiten, wie das in Fig, 3 mit bestimmten Werten
ausgefiihrt ist. In P, ist an g unter beliebigem Winkel die Strecke P,P," in

Lange von 22,6 — 18,7 = 3,9 beliebigen Einheiten angetragen und auf ihr in
denselben Einheiten 22,6 — 22 = 0,6, 22,6 — 21 = 1,6 usw. abgetragen; die
Parallelen durch die erhaltenen Punkte schneiden auf g die Stufung
(Graduierung) oder den Gefdllemafstab aus. Die gestufte Gerade erscheint
wie ein aus grof3er Hohe gesehener Steigbaum mit Sprossen.

Fig. 3.

Eine lotrechte Gerade hat als Projektion einen Punkt und ist durch dessen
Angabe eindeutig bestimmt. Eine wagerechte Gerade hat keinen
GefallemalBstab; sie ist durch ithre Projektion und durch Angabe der Hohe
irgendeines ihrer Punkte eindeutig bestimmt.

§ 5. Intervall. Die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Punkte des
Gefillemalstabes einer gestuften Geraden, gemessen in der Rif3ebene, heilit
ihr Intervall i, und eine leichte geometrische Uberlegung oder auch die in
§_2 gegebene Formel fiir das Gefille ergibt tg ¢ = 1 : i. Je steiler also die
Gerade ansteigt, um so kleiner ist ihr Intervall, um so enger ihre
Graduierung.

§ 6. Schnitt zweier Geraden. Zwei Geraden g,, g,’ des Raumes
schneiden sich dann und nur dann, wenn ihre Projektionen g,, g, einen

Punkt mit gleicher Kote gemeinsam haben; sie sind parallel, wenn ihre
GefallemalBstibe durch Parallelverschiebung zur Deckung gebracht werden
konnen, d. h. wenn erstens g, parallel zu g,, zweitens 7, = i, 1st, und drittens

die Graduierungen von g, und g, denselben Richtungssinn haben. Ist die
dritte Bedingung nicht erfiillt, so sind die beiden Geraden g,’, g,’ nicht
parallel, sondern jede von ihnen ist zu der Geraden, die sich durch



irgendeinen ihrer Punkte parallel zur anderen ziehen lat (z. B. g," || g,),
symmetrisch beziiglich des Lotes durch diesen Punkt (Fig, 4).
Fig. 4.

Wenn g, und g, zusammenfallen, liegen g,’, g," in derselben lotrechten
Ebene; der Winkel y von g,"und g,’ ist in einem Dreieck zu finden (Eig. 5
u. 6), dessen Grundlinie durch Zusammenfiigen von 7, und 7, (mit

Beriicksichtigung des Richtungssinns) entsteht, und dessen Hohe, die in
dem i, und i, gemeinsamen Punkt zu errichten ist, gleich der Einheit des

HohenmalBstabes ist. Der Schnittwinkel y ist ein rechter, wenn die Hohe 1
die mittlere Proportionale zwischen i, und i, ist, d. h. wenn

i,=1:1,
und iiberdies die Graduierungen entgegengesetzten Sinn haben.

Fig. 5. Fig. 6.

§ 7. Ebene. Zwei sich schneidende oder parallele Geraden des Raumes
bestimmen eine Ebene. Nachdem die beiden Geraden gestuft sind, lassen
sich die Schichtlinien der Ebene als Verbindungsgeraden der Punkte
gleicher Hohenzahlen konstruieren; sie sind also parallele Geraden. Wenn
umgekehrt die Verbindungsgeraden je zweier und daher aller Punkte
gleicher Hohenzahlen auf zwei gestuften Geraden einander parallel sind,
dann liegen die Geraden in einer Ebene, d. h. schneiden sich, wie in Fig, 7
g, und g,, oder sind parallel, wie g, und g;; andernfalls kreuzen sie sich, wie

g,und g;.
Fig. 7. Fig. 8.

§ 8. Gefillemafistab. Die zu den Schichtlinien senkrechten Geraden der
Ebene heilen ihre Fallinien!; durch die Schnittpunkte mit den Schichtlinien
werden sie graduiert. Eine Ebene ist durch eine gestufte Fallinie, ihren
Gefdlle- oder Boschungsmafstab, eindeutig gegeben; man pflegt ihn als
gestufte Doppelgerade (Fig. 8) zu zeichnen, wobei die stirker ausgezogene
oder mit einer Pfeilspitze versehene als die eigentliche Fallinie gelten soll.
Der GefillemaBstab einer Ebene erscheint danach wie eine aus gro3er Hohe
gesehene Leiter mit ihren Sprossen.



--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

__________________________________________________________________________________________________________________________

§ 9. Aufgabe. Durch drei kotierte Punkte eine Ebene zu legen. Man
verbindet die Punkte durch drei Geraden, graduiert diese nach §_4, zeichnet
durch Verbindung gleichkotierter Punkte der Geraden die Schichtlinien der
Ebene und danach senkrecht zu diesen den GeféllemalBstab (Fig, 8).

§ 10. Boschung, Fallen und Streichen. Der Fallwinkel ¢ der Fallinien
heillt das FEinfallen oder das Fallen der Ebene, tg ¢ ihre Boschung, die
durch zunehmende Hohen gegebene Richtung der Fallinien die
Anstiegsrichtung der Ebene. Unter Streichrichtung versteht man diejenige
Richtung der Schichtlinien — die daher bei der Ebene auch Streichlinien
heilen —, von der aus man im mathematisch positiven, d. h. dem
Uhrzeigerlaufe entgegengesetzten Sinne um einen rechten Winkel zu
drehen hat, um die Anstiegsrichtung der Ebene zu erhalten. Der Winkel o,
um den man von einer festen (SN)-Richtung aus im positiven Sinne zu
drehen hat, um die Streichrichtung zu erhalten, heillt das Streichen der
Ebene (Fig. 9).

Fig. 9. Fig. 10.

Die Begriffe und Bezeichnungen des Fallens und Streichens einer Ebene
sind, wenn auch nicht immer eindeutig genug erklart, dem Bergmanne und
Geologen sehr geldufig, weil durch die leicht ausfithrbare Messung dieser
Winkel an einem der Lage nach bekannten Orte auch die Lage der Ebene, z.
B. einer erzfilhrenden ebenen oder als nahezu eben anzunehmenden
Schicht, vollstindig bestimmt ist.

§ 11. Aufgabe. Um die soeben angedeutete Aufgabe zu 16sen, d. h. um in
einer Karte die Ebene zu konstruieren, von der man an einem bekannten
Punkte 4 (k= 5,4) das Fallen ¢ (= 30°) und Streichen ¢ (= 125°) beobachtet
hat, legt man zundchst durch Antragen des Winkels ¢ an die SN-Richtung
die Streichrichtung und weiter nach positiver Drehung um 90° die
Anstiegsrichtung der Ebene fest. Ein rechtwinkliges Hilfsdreieck, in dem
die Kathete die Hoheneinheit, der gegeniiberliegende Winkel gleich ¢ ist,
liefert als andere Kathete das Intervall einer Fallinie. Wéhlt man als
Gefillemalstab der Ebene die durch den Punkt 4 hindurchgehende Fallinie,



so hat man von A4 aus in der Anstiegsrichtung 0,6 - i abzutragen, um den
Punkt der runden Hohenzahl 6 zu finden und danach die Stufung
vorzunehmen (Fig. 10).

§ 12. Schnittgerade zweier Ebenen. Zwei nicht parallele Ebenen
schneiden sich in einer Geraden. In der Karte der Ebenen erhilt man diese
Gerade und zugleich ihre Stufung im allgemeinen als Ort der Schnittpunkte
gleichkotierter Schichtlinien (Fig, 11).

Fig. 11. Fig. 12.

Das Verfahren versagt jedoch um so mehr, je mehr die Schichtlinien der
beiden Ebenen einander parallel werden. Dann schneidet man die beiden
Ebenen (1) und (2) durch eine beliebige Hilfsebene (3) in geeigneter Lage,
bestimmt die Schnittgeraden (1, 3) und (2, 3) und deren Schnittpunkt A4, der
auf der Schnittgeraden (1, 2) gelegen sein muB3. Eine zweite Hilfsebene (4)
bestimmt ebenso die Schnittgeraden (1, 4) und (2, 4) und deren
Schnittpunkt B; durch 4 und B ist aber die gesuchte Schnittgerade (1, 2)
vollig bestimmt (Fig. 12). ZweckmaBig, und in der Figur ist das so
ausgefiihrt, wahlt man die zweite Hilfsebene (4) so, daB3 ihr Gefdllemal3stab
der gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete zu dem von (3) ist. Da er ganz
willkiirlich ist, so geniigt es zur wirklichen Ausfiihrung der Konstruktion,
die Schichtlinien der beiden gegebenen Ebenen durch zwei Parallelen p’, p"”
in beliebigem Abstand zu schneiden.

Fig. 13. Fig. 14.

§ 13. Ebenen mit parallelen GefillemaBistiben. Dieses Verfahren ist
auch anwendbar, wenn die Schichtlinien der beiden gegebenen Ebenen, also
auch ihre GeféllemaBstibe genau parallel sind; man kann alsdann p’, p" mit
diesen zusammenfallen lassen. Die Schnittgerade steht jetzt senkrecht auf
den beiden Gefillemalistaben, weil sie die gemeinsame Schichtlinie der
beiden Ebenen ist (Fig. 13).

Fiir den Fall zweier Ebenen mit parallelen Schichtlinien 146t sich auch
folgende Konstruktion ausfithren. Man denke sich die Punkte gleicher
Hohenzahlen der beiden parallelen GeféillemaBstibe durch Geraden
verbunden; je zwei werden in ihrem Schnittpunkt wegen der Ahnlichkeit
der entstehenden Scheiteldreiecke im Verhiltnis der Intervalle der beiden



GefallemalBstibe geteilt, sie haben also alle denselben Schnittpunkt P. Er
muf} ein Punkt der gesuchten Schnittgeraden sein, weil diese auch zwei
Punkte gleicher Hohenzahlen verbindet. Die Schnittgerade ist also das Lot
durch P auf den gegebenen GefillemaBstiben (Fig, 14).

§ 14. Ebenen gleicher Boschung. Jeder Punkt der Schnittgeraden zweier
Ebenen gleicher Boschung hat von zwei gleichkotierten Streichlinien der
Ebenen dieselbe Entfernung; denn (Fig._ 15) P4 und PB sind Stiicke
zwischen gleichkotierten Punkten auf gleichgraduierten Fallinien. Die
Schnittgerade halbiert ferner in der Horizontalprojektion den Winkel der
beiden Schichtlinien; das folgt aus der Kongruenz der beiden
rechtwinkligen Dreiecke PAC und PBC.

Diese Sitze gelten auch, wenn die gerichteten Fallinien der beiden
Ebenen miteinander einen gestreckten Winkel bilden. Die Schnittgerade ist
dann die Streichlinie, die durch den beiden Fallinien gemeinsamen Punkt
derselben Hohenzahl hindurchgeht.

Fig. 15. Fig. 16.

§ 15. Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene. Man legt durch die
gegebene Gerade g (Fig. 16) eine beliebige Hilfsebene, von der irgend zwet
Streichlinien geniigen, und ermittelt deren Schnittpunkte mit den
gleichkotierten Schichtlinien der gegebenen Ebene; damit ist die
Schnittgerade s beider Ebenen bestimmt, und dadurch der gesuchte Punkt P
als Schnittpunkt von s mit g. Sind die Schnittgerade und die gegebene
Gerade einander parallel, wie in der Figur s, und g,, so ist auch die

gegebene Gerade der Ebene parallel; der GefiallemaBstab der Geraden kann
durch Parallelverschiebung mit demjenigen zur Deckung gebracht werden,
den die Streichlinien der Ebene auf ihr ausschneiden.

Um den Abstand der Ebene von der parallelen Geraden zu bestimmen, ist
nur von irgendeinem ihrer Punkte ein Lot auf die Ebene zu fillen und
dessen Linge zu ermitteln, wie das sogleich gezeigt werden wird.

§ 16. Lot von einem Punkte auf eine Ebene. Man legt durch den
gegebenen Punkt P (Fig._ 17) eine Vertikalebene, die zugleich auf der
gegebenen senkrecht steht, sie demnach in einer Fallinie, also in einer



Parallelen zum gegebenen Gefdllemalistab e der Ebene schneidet. Das
gesuchte Lot steht auf dieser Fallinie senkrecht; nach §_6 ist demnach seine
Graduierung entgegengesetzt und sein Intervall i reziprok zu dem des
Gefillemalstabes e, also aus dem in der Figur angegebenen Dreieck 4ABC
zu entnehmen. Das gestufte Lot / stellt zugleich den Gefidllemal3stab einer
Ebene dar, die die gegebene lings einer Schichtlinie schneidet, ndmlich
derjenigen, die durch den FuBBpunkt ' des Lotes geht. Man zeichnet diese
nach §_13, Fig. 14 und danach die wahre Lotlinge F'Q nach §_1, wobei in
der Figur PR die Hoheneinheit ist.

Fig. 17. Fig. 18.

Zur Konstruktion des FuBlpunktes des Lotes ist librigens nur erforderlich,
seinen Durchschnittspunkt mit der Ebene wie oben (§_15) zu ermitteln.

§ 17. Kiirzester Abstand zweier windschiefer Geraden. Wenn man
(Eig._18) durch die eine, g,, der beiden gegebenen windschiefen Geraden
eine Ebene parallel zur anderen, g,, legt und sodann von irgendeinem
Punkte C der Geraden g, das Lot CD auf diese Ebene fillt, so hat CD
dieselbe Lange wie der gesuchte kiirzeste Abstand selbst. Wenn man ferner
in der Ebene durch D die Parallele zu g, zieht, so schneidet sie g, im Punkte
A, dem einen Endpunkte des gesuchten kiirzesten Abstandes; der andere, B,
liegt auf g, als Schnittpunkt des in 4 auf der Ebene errichteten Lotes AB.
Die Konstruktion ist danach folgendermallen: Man legt durch einen
beliebigen Punkt (1) der einen Geraden g, eine Parallele p zur zweiten g,, so
daf also p und g, gleiche Stufungen haben. Durch p und g, ist eine zu g,
parallele Ebene bestimmt, deren Schichtlinien sich durch Verbindung
gleichkotierter Punkte von p und g, ergeben; e sei thr GefdllemaRstab. Nun
fallt man von irgendeinem Punkte C (= 3) von g, das Lot CD auf diese
Ebene, entsprechend dem Vorhergehenden: das Dreieck mit dem rechten
Winkel bei H, dessen Hohe gleich der Einheit des Hohenmalstabes ist,
liefert das (in der Figur stark ausgezogene) Intervall, das zu dem von e
reziprok ist, und mit dem die durch C parallel zu e gezogene Gerade ¢
entgegengesetzt zu e graduiert wird; vom Schnittpunkt § der
Verbindungsgeraden 2-2, 44 gleichkotierter Punkte auf ¢ und e ist die
Senkrechte SD auf ¢ gefillt, die den FuBBpunkt D des gesuchten Lotes
ergibt. Durch 1hn zieht man die Parallele zu g,, die g, im FuBBpunkt 4 des



gesuchten kiirzesten Abstandes schneidet. Den anderen Endpunkt B findet
man durch AB || CD.

Fig. 19.

§ 18. Drehen einer Ebene um eine Streichlinie in die wagerechte
Lage. Es kommt oft vor, daB man in einer durch ihren Gefdllemal3stab
gegebenen Ebene Messungen von Winkeln oder Liangen, oder
Konstruktionen mafstidblicher Natur auszufiihren hat; das ist nicht ohne
weiteres moglich, wenn die Ebene nicht zur Zeichenebene parallel, also
nicht wagerecht ist. Man hat sie vielmehr erst in die wagerechte Lage zu
bringen, zweckméafig durch Drehung um eine Streichlinie. Es sei (Fig. 19)
AB (Hohe 0) diese Streichlinie einer Ebene, deren Gefallemalistab rechts in
der Figur zu sehen ist. Durch Drehung geht die Schar der Streichlinien in
eine andere dazu parallele Schar tliber, die mit der urspriinglichen die
Streichlinie 4B gemeinsam hat. In wagerechter Lage der Ebene ist der
Abstand zweier Streichlinien mit dem urspriinglichen Hohenunterschied 1
die Hypotenuse in dem Dreieck, dessen Katheten das urspriingliche
Intervall i und die Einheit des HohenmalBstabes sind (in der Figur links
angegeben). Bei der Drehung beschreibt jeder Punkt C einen Kreis, dessen
Ebene zu AB senkrecht ist und daher die Riflebene in dem Lot CH auf AB
schneidet. Um also den Punkt C* zu finden, in den C nach der Drehung
ibergeht, hat man nur die mit C gleichkotierte Schichtlinie (in der Figur die
mit der Hohenzahl 7) nach der Drehung mit diesem Lot zum Schnitt zu
bringen.

Auf diese Weise 1aBt sich die wahre Gestalt einer Figur CDEF der
gegebenen Ebene als C'D'E’F" konstruieren; also auch z. B. die wahre
GroBe des Schnittwinkels zweier Geraden AC und BC als Winkel AC'B.
Eine niitzliche Kontrolle besteht in der Konstruktion der wahren Liangen
von AC und BC als AC" und BC" nach §_1, wie in der Figur angegeben.

Durch Umkehrung der Konstruktion kann man eine gegebene Figur in
eine durch ihren Geféllemal3stab gegebene Ebene einzeichnen.

§ 19. Schnittwinkel zweier Ebenen. Wenn man von irgendeinem
Punkte, der auf keiner der beiden Ebenen gelegen ist, auf diese die beiden
Lote fallt, so schlieBen sie miteinander dieselben Winkel ein wie die beiden



Ebenen. In §_16 ist das Fillen eines Lotes auf eine Ebene gezeigt worden.
Durch diese beiden Lote ist eine Ebene bestimmt. Dreht man nun diese
Ebene der beiden Lote um eine ihrer Schichtlinien, d. h. um eine
Verbindungsgerade gleichkotierter Punkte der Lote, in die wagerechte Lage
(nach §_18), so erhdlt man die gesuchten Schnittwinkel in wahrer Grof3e.
Der Leser fiihre danach die Konstruktion aus.

Eine etwas andere Losung der Aufgabe ist folgende. Man zeichnet zuerst
nach §_12 die Schnittgerade beider Ebenen als geometrischen Ort der
Schnittpunkte gleichhoher Streichlinien, sodann irgendeine, diese
Schnittgerade senkrecht schneidende Hilfsebene; ihr Boschungsmafstab
lauft parallel zur Projektion der Schnittgeraden. Diese Hilfsebene schneidet
die beiden gegebenen Ebenen in zwei Geraden, die die gesuchten Winkel
miteinander einschlieBen. Dreht man also die Hilfsebene um eine ihrer
Schichtlinien in die wagerechte Lage, so erhdlt man dadurch auch die
Schnittwinkel der beiden gegebenen Ebenen in wahrer Grof3e.

Fig. 20.

Die Durchfiihrung der Konstruktion ist aus der Fig. 20 zu entnehmen: I
und II sind die GefillemaBstibe der beiden gegebenen Ebenen, s ihre
Schnittgerade, 4 der Gefdllemallstab der auf s senkrechten Hilfsebene,
dessen Intervall reziprok und entgegengesetzt zu dem von s ist. Irgendeine
Schichtlinie der Hilfsebene schneidet die gleichhohen Schichtlinien von 1
und II in je einem Punkte 4, 4,. Ist C die Projektion des Schnittpunktes der

Hilfsebene mit der Geraden s (§_15), so enthdlt das Dreieck, dessen
Projektion 4,CA, ist, bei C einen der gesuchten Winkel, und man findet

seine wahre Grofle durch Drehung dieses Dreiecks um die Gerade 4,4, in
die wagrechte Lage 4,C"4,. Den Punkt C” findet man einfach, wenn man

durch s einen Vertikalschnitt legt und diesen in die wagerechte Lage
umklappt. Es entsteht das rechtwinklige Dreieck 233" (worin 33' der
Hoheneinheit gleich ist), und das Lot, das vom Schnittpunkte B von 4,4,

mit s auf die Hypotenuse 23" gefillt werden kann, gibt den Punkt C’, in den
durch das Umklappen der Scheitel der gesuchten Winkel libergegangen ist.
BC'1st also die Hohe des oben erwidhnten Dreiecks, und man hat mithin nur
BC" = BC' von B auf s abzutragen, um den Punkt C* zu erhalten. Der
Winkel 4,C"A, und sein Supplementwinkel sind die gesuchten

Schnittwinkel der beiden Ebenen.



§ 20. Boschungskegel. Alle durch denselben Punkt gehenden Ebenen
gleichen Gefilles umhiillen einen geraden Kreiskegel, den Boschungskegel.
Die Boschung der Ebenen heifit auch die des Kegels. Seine Schichtlinien
werden in der Projektion durch konzentrische Kreise dargestellt, deren
Mittelpunkt die Projektion des Scheitels des Kegels ist. Die Radien der
Kreise stellen die Mantelgeraden des Kegels dar, und stimmen, in
geeigneter Weise durch die Schichtkreise des Kegels gestuft, auch mit den
Gefillemalstdben der Ebenen tliberein.

Der Boschungskegel kann zur Konstruktion folgender Aufgaben benutzt
werden:

1. In einer gegebenen Ebene durch einen gegebenen Punkt die Geraden
von gegebenem Anstieg zu zeichnen. Man mache den Punkt zur Spitze des
Boschungskegels vom gegebenen Anstieg; seine Schnittlinien mit der
Ebene sind die gesuchten Geraden. Zu ihrer Konstruktion geniigt es,
irgendeinen Schichtkreis des Kegels mit der gleichkotierten Streichlinie der
Ebene zum Schnitt zu bringen (Fig, 21).

Fig. 21. Fig. 22.

2. Durch eine gegebene Gerade die Ebenen von gegebener Boschung zu
legen. Man mache irgendeinen Punkt der Geraden zur Spitze eines Kegels
der gegebenen Boschung; die gesuchten Ebenen sind diejenigen seiner
Beriihrungsebenen, die durch die gegebene Gerade gehen. Man konstruiert
sie, indem man von irgendeinem zweiten Punkte der Geraden die beiden
Tangenten an den mit ithm gleichkotierten Schichtkreis des Kegels legt
(Eig.22).

Die Losungen beider Aufgaben werden nicht reell, wenn die Boschung
der Ebenen kleiner ist als die der Geraden.

§ 21. Kreiszylinder, schiefer Kreiskegel, Kugel. Die Schichtlinien eines
schiefen Kreiszylinders mit wagerechter Grundfliche sind Kreise vom
selben Radius, deren Mittelpunkte auf der entsprechend der Neigung
gestuften Zylinderachse liegen. Ist der Zylinder gerade, so lagern sich alle
Schichtkreise kongruent iibereinander.

Fig. 23.



Die Schichtlinien eines schiefen Kreiskegels mit wagerechter
Grundflache sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der gestuften Projektion
der Kegelachse liegen, und deren Radien sich am einfachsten aus
demjenigen durch die Achse gelegten ebenen Schnitte ergeben, dessen
Schnittfigur ein gleichschenkliges Dreieck ist (Fig, 23).

Die Figur 24 zeigt die Darstellung der oberen Hilfte eines geraden
Kreiszylinders mit wagerechter Achse; seine Schichtlinien sind parallele
Geraden, seine Halbkreise stellen sich dar als Geraden, die die Schichtlinien
senkrecht durchsetzen und von ithnen nach einem leicht aufzustellenden
Gesetze ungleichmialig gestuft werden.

Eine entsprechende Darstellung tritt offenbar auch auf bei einem
Zylinder mit beliebigem Querschnitt, wenn nur seine erzeugenden Geraden
horizontal verlaufen.

Sind die erzeugenden Geraden des Zylinders nicht horizontal, so
bestehen seine Schichtlinien aus kongruenten Kurven, die aus einer von
thnen durch Verschiebung ldngs der erzeugenden Geraden hervorgehen; aus
der Fig. 79 S. 55 ist ein Beispiel dafiir zu entnehmen.

Fig. 24. Fig. 25.

Die Schichtlinien einer Halbkugel sind konzentrische Kreise, deren
Radien sich aus einem lotrechten Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel
ergeben (Fig, 25).

§ 22. Andere Oberflichen. Von andern gekriimmten Oberflichen, die
sich durch ihre Schichtlinien in einfacher Weise darstellen lassen, seien hier
nur beispielsweise folgende erwéhnt:

1. Wenn man die gleichkotierten Punkte zweier windschiefer Geraden
geradlinig verbindet, so ergibt sich eine windschiefe Flache mit
geradlinigen Schichtlinien, ein hyperbolisches Paraboloid (Fig.26). Sein
UmriB, aus sehr groBer Hohe von oben gesehen, ist eine Parabel, die auch
in der Figur deutlich erkennbar ist.

Fig. 26.

2. Der Leser versuche, die Schichtlinien einer gemeinen Schraubenfldche
mit senkrechter Achse darzustellen, und zwar etwa eine vollstindige



Windung mit der Ganghohe 8 Hoheneinheiten. Man kann sie sich vorstellen
als Wendeltreppe, von der je 8 Stufen einen Umgang bilden.

Fig. 27.

3. Die Darstellung einer Umdrehungsfldiche mit lotrechter Drehachse
durch ihre Schichtlinien ergibt ein System konzentrischer Kreise, deren
Radien aus einem Achsenschnitt der Fliche entnommen werden konnen
(Fig.27). Uber die Bedeutung der Linie DD vgl. § 60 S. 41.



II. ELEMENTARE ANWENDUNGEN

§ 23. Zweck der Anwendungen. In diesem Abschnitte wird es sich
darum handeln, die Verwendbarkeit der vorher entwickelten Konstruktionen
an einigen einfachen Aufgaben zu zeigen. Der Leser wird finden, daf3 diese
Aufgaben fast samtlich ihre Anregung gewissen praktischen Fragen
verdanken, von denen sie, freilich zundchst unter sehr vereinfachenden
Annahmen, sozusagen den geometrischen Kern bilden. Es wird fiir den
Leser, der sich damit auch nur ein wenig vertraut machen will, wohl
unerldBlich sein, die eine oder andere der Aufgaben selber zeichnerisch in
groflerem MaBstabe auszufiihren. Die einfachsten Zeichenmittel geniigen
dazu.

§ 24. Auffiihrung eines Dammes. Zwei ebene geneigte Hinge mogen
ein Tal bilden, dessen tiefste Linie, der Talweg, die Schnittgerade der beiden
Ebenen (§_12) ist. Es soll ein aus ebenen Flachen gebildeter Damm von
gegebenem trapezformigen Querschnitte, oder auch von gegebener Breite
und gegebenen Bdschungen (§_10), aufgefiihrt werden, von dem die
Mittellinie der Dammkrone zwei gegebene gleichkotierte Punkte der beiden
Hénge geradlinig verbindet.

Fig. 28. Fig. 28 a.

Man ziehe Parallelen zur Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte
A, B (Fig.28), und zwar zunéchst die beiden die Dammkrone begrenzenden
Geraden, sodann je noch irgendeine andere der Schichtgeraden beider
Boschungen, deren senkrechte Abstinde von der Mittellinie aus dem
gegebenen Dammprofil (Fig, 28 a) zu entnehmen sind. Die Schnittpunkte
dieser Schichtgeraden mit den gleichkotierten der beiden gegebenen
Ebenen (§_12) sind mit den Ecken des Dammes durch Geraden zu
verbinden, die sich auf dem Talwege schneiden miissen.

Fig. 29.

Bei der Ausfithrung der Zeichnung sind nur die sichtbaren Teile der
Schichtlinien auszuziehen.



§ 25. Querprofil. Durch die in der vorigen Figur 28 gegebene
Geldndeanordnung lings einer gegebenen Richtung MN einen
Vertikalschnitt (Querprofil) zu legen.

Da die Begrenzung des verlangten Querprofils nur aus geradlinigen
Stiicken zusammengesetzt ist, geniligt es, von jedem dieser Stiicke zwei
Punkte zu ermitteln. Man zeichnet die wagerechte Gerade 6—6 und mittels
des gegebenen Hohenmalstabs die erforderlichen Horizontalen in den
verschiedenen Hohen, auf denen man, ausgehend von M, die horizontalen
Abstande der Punkte des gesuchten Querprofils abzutragen hat (Fig, 29).

§ 26. Anlage eines ebenen Platzes. Konstruktion eines rechteckigen
ebenen Platzes in gegebener Hohe (5) in einem durch zwei ebene Hénge
begrenzten Gelinde. Boschung (§_10) des Planums im Auftrage 2 : 3, im
Abtrage 3 : 1.

Fig. 30. Fig. 30 a.

Man bestimmt zunéchst die Schnittpunkte A, B, C, D der gleichhohen
Schichtlinien (5) der beiden Geldndeebenen mit der Begrenzungslinie des
Platzes, wodurch ersichtlich wird, an welchen Teilen aufgeschiittet und an
welchen abgetragen werden mufl (Fig. 30). Nachdem man aus den
gegebenen Boschungen die Intervalle (§_5) und damit die GefdllemaBstibe
(§_8) der Boschungsebenen ermittelt hat (vgl. die kleine Fig, 30 a), geniigt
es, von den Ebenen einige Streichlinien (zur Kontrolle mehr als nétig) zu
zeichnen und ithre Schnittgeraden mit den Geldndeebenen und
untereinander zu bestimmen (§__12); letztere miissen (§__14) die
Schichtlinienwinkel (hier rechte), also auch die (hier ebenfalls rechten)
Winkel der Begrenzung des Platzes halbieren. Zu beachten ist besonders die
Konstruktion des Boschungseckpunktes X talaufwérts, der als Schnittpunkt
von AA', BB' und dem Talweg beider Geldndeebenen erhalten wird, wobei
A', B' die Schnittpunkte der Boschungsschichtlinie 4 mit den, hier iiber den
Talweg hinaus zu verlangernden Streichlinien 4 der Geldndeebenen sind.

§ 27. Weg gegebener Steigung. Auf einem gegebenen ebenen Hange
von einem gegebenen Punkte aus einen geraden Weg gegebener Steigung
anzulegen, dessen Breite und Boschungen gegeben sind. Steigung 20% =
1 : 5, Boschung im Abtrag 3 : 1, in der Aufschiittung 2 : 3 (Fig. 31).



Fig. 31. Fig. 31 a.

Man stelle sich aus der gegebenen Steigung des Weges zunéchst das
Intervall seiner Mittellinie her (Fig, 31 a) und zeichne sie in das gegebene
Geldnde ein mittels der Boschungskegel, wie in §_ 20 angegeben:
zweckmifig trdgt man immer von dem gegebenen Punkte 4 aus das
Intervall, sein Doppeltes, Dreifaches usw. ab, und stellt zur Kontrolle fest,
ob die erhaltenen Punkte der Streichlinien auf einer Geraden liegen. In
diesen Punkten trdgt man senkrecht zur Mittelgeraden die gegebene
Wegebreite auf, wodurch die Berandungen des Weges gefunden und
zugleich graduiert werden. Durch diese hat man die Boschungsebenen zu
legen, ebenfalls mittels der Boschungskegel, wie in §_20 gezeigt. Die
Radien der zu zeichnenden Schichtkreise der Boschungskegel sind
gleichfalls aus der Fig. 31 a zu entnehmen.

§ 28. Streichen und Fallen einer Ebene. An den Bdschungsebenen
eines Eisenbahneinschnitts beobachtet man die Grenzlinie (Ausbilinie, d.
h. Schnitt mit der Oberfldche) einer ebenen geologischen Schicht. Es ist
Streichen und Fallen (§_10) der Schicht zu bestimmen.

Fig. 32.

Man ermittelt die Schichtlinien der gesuchten ebenen Schicht durch
Verbindung der gleichkotierten Schnittpunkte der beiden beobachteten
Geraden und der Schichtlinien der Boschungen. Jene Schichtlinien miissen
parallel und von gleichem Abstand sein, wenn anders die beobachtete
Schicht nicht eben ist. Dadurch ist der GefédllemaBstab und damit nach §_10
das Streichen und Fallen bestimmt. Der Streichwinkel ist in der Fig, 32
durch einen Bogen angedeutet.

§ 29. Dachausmittelung. Unter Dachausmittelung versteht man im
darstellend-geometrischen Sinne die Konstruktion von (im allgemeinen)
ebenen Dachflichen gegebener Boschung auf einem gegebenen
geradlinigen Gebaudegrundrif3. Hierbei wird hauptsidchlich von den Sitzen
des §_14 iiber den Schnitt zweier Ebenen gleichen Gefilles Gebrauch
gemacht. Jedoch ist zu bemerken, daf3 sich nicht allgemeine Gesichtspunkte
zur Konstruktion von Dachflachen angeben lassen, und vor allem, da3 die
im folgenden ausgefiihrten Konstruktionen nicht immer in der Praxis der
Architekten Verwendung finden; das liegt sowohl in mancherlei



ZweckmaBigkeitsgriinden wie auch an dsthetischen Riicksichten. Hier
sollen nur einige einfache Dachausmittelungen als Anwendungen gegeben
werden.

§ 30. Aufgabe. Ein Gebdude mit viereckigem Grundrif3 und iiberall gleich
hohen Mauern zu decken. Der Gefdllemalistab des Daches ist gegeben.

Nach §_14 sind die Schnittlinien benachbarter Dachflichen die
Winkelhalbierenden der Schichtlinien, zu denen auch die wagerechten
Begrenzungen gehoren. Dadurch entstehen (Fig. 33) an den kiirzeren
Vierecksseiten dreieckige Bedachungen, an den liangeren viereckige, deren
Schnittgerade, die »Firstlinie« des Daches, durch Verbindung der
Dreiecksspitzen erhalten wird. Sie ist im allgemeinen nicht horizontal. Aus
dsthetischen Riicksichten pflegt man daher den iiber dem tiefsten Punkt der
Firstlinie gelegenen Dachteil gesondert mit so flachem Gefalle zu decken,
daf3 dieser Teil des Daches von unten praktisch nicht sichtbar ist. Man fiihre
eine solche Konstruktion aus.

Fig. 33.

§ 31. Fortsetzung. Da sich drei nicht derselben Geraden parallele Ebenen
stets in einem Punkte treffen, so muB3 von dem Schnittpunkte zweier
Schnittlinien, die zwei Dachebenen miteinander bilden, stets eine dritte
Schnittlinie ausgehen. Daher geht auch die Firstlinie durch den
Schnittpunkt der beiden Dachkanten der in ihr zusammentreffenden Dacher
hindurch; sie halbiert auch deren Winkel (Fig, 33). Sind demnach diese
beiden Dachkanten parallel, so ist auch die Firstlinie parallel und daher
horizontal.

Diese Bemerkungen erleichtern oft die Konstruktionen. Ein Beispiel mit
einer einspringenden Ecke gibt die Fig, 34.
Fig. 34.

§ 32. Aufschiittung einer Halde. Von einer wagerechten Ebene (Fig, 35,
Hohe 50), an die sich ein ebener Abhang anschlieB3t, ist ein horizontales
Geleise gg auf Triagern iliber den Abhang hinausgebaut, um von dort
Schlacken auf den Abhang zu kippen. Das Geleise geht erst gerade, dann im



Halbkreise, dann wieder gerade zurlick. Die Boschung der Halde ist
gegeben.

Fig. 35. Fig. 35 a.

Bei voller Aufschiittung besteht die Halde, soweit das Geleise geradlinig
ist, aus je zwei dachartig aneinandergesetzten Ebenen; ihr Gefdllemalistab
ist aus der gegebenen Boschung zu konstruieren. Léngs des
halbkreisformigen Geleises besteht die Halde aus zwei geraden Kegeln, die
einander lings des Geleises durchdringen. Thre Boschung stimmt mit der
gegebenen ebenfalls iiberein; thre Spitzen liegen lotrecht zum Mittelpunkte
des kreisformigen Geleiseteils, im Querprofil (Fig. 35 a) bei S, und S,. Die
Kegel schneiden die Geldndeebenen in zwei Kegelschnitten (Ellipsen — wie
in der Fig, 35 —, Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem die Boschung des
ebenen Abhanges kleiner, ebensogro3 oder grofer als die der Halde ist);
ihre groBen Hauptachsen liegen in der Symmetrieebene des Geleises. Ein
Querschnitt durch diese gibt auch die Lingen dieser Hauptachsen und die
Mitten der Ellipsen; dazu senkrechte Querschnitte durch die Ellipsenmitten
liefern die Langen der kleinen Achsen. Daraus lassen sich bekanntlich die
Ellipsen konstruieren. Auf ihnen schneiden sich gleichkotierte Schichtlinien
der Geldndeebene und der Haldenfliche, nidmlich sowohl der
Boschungsebenen wie der Boschungskegel; diese Schnittpunkte werden
daher beim Ziehen der Ellipsen von Nutzen sein.

§ 33. Ausschachten einer Grube. An einem ebenen Abhang soll eine
Grube mit kreisformiger wagerechter Grundfldche und gegebener Boschung
ausgeschachtet werden.

Fig. 36. Fig. 36 a.

Die Losung dieser Aufgabe ist der vorigen dhnlich und in Fig, 36
angegeben. Der Grubenrand ist eine Ellipse, deren Mittelpunkt und
Hauptachsen aus dem Querschnitt (Fig. 36 a) zu entnehmen sind. Auf der
Horizontalprojektion dieser Ellipse schneiden sich die gleichkotierten
Streichlinien der Geldndeebene und die Schichtkreise des Boschungskegels.

§ 34. Tunnelmiindung. An einem ebenen geneigten Abhang soll eine
Tunnelmiindung angelegt werden. Die horizontale Mittelachse des Tunnels



und sein Querschnitt sind gegeben; die Tunnelmiindung ist auch in wahrer
Gestalt zu konstruieren.

In der Fig, 37 sei rechts der Gefillemallstab der gegebenen
Gelidndeebene, a (Hohe 6) die Tunnelachse, Fig, 37 a sei der gegebene
Querschnitt. Da die Gerade aa zugleich die Schnittgerade der vertikalen
Schnittebene langs der Tunnelachse mit der Zeichenebene, und nachdem sie
durch die gegebenen Streichlinien gestuft ist, auch mit der gegebenen
Ebene angibt, braucht man nur senkrecht zu ihr in den Punkten mit den
entsprechenden Koten die Querdimensionen des Tunnels, wie sie das Profil
angibt, abzutragen und in den Endpunkten Parallelen zur Tunnelachse zu
zichen; diese ergeben die Schichtlinien des die Tunnelwand darstellenden
Zylinders. lhre Schnittpunkte mit gleichkotierten Schichtlinien der
gegebenen Ebene sind Punkte der gesuchten Tunnelmiindung. Die wahre
Gestalt dieser Tunnelmiindung ist durch Drehen der Ebene um die
Schichtlinie der Tunnelsohle in die horizontale Lage nach §_18 zu
bestimmen: der Abstand der Streichlinien nach der Drehung ist die
Hypotenuse in einem Dreieck, dessen Katheten das urspriingliche Intervall
und die mit 1 bezeichnete, aus dem gegebenen Profil zu entnehmende
Einheit des HohenmafBstabs sind (vgl. links in der Fig, 37).

Fig. 37. Fig. 37 a.

Bei der Ausfiihrung des in Fig, 37 gezeichneten Beispiels, bei dem das
Profil aus einem symmetrischen Trapez und einem dariiber gesetzten
Halbkreise besteht, geniigt es, die vier Ecken des Trapezes und den obersten
Punkt des Halbkreises festzulegen. Denn die entstehenden Figuren der
Tunnelmiindung in der Karte und in wahrer Gestalt bestehen alsdann in
einem Viereck und einer dariibergesetzten Halbellipse, in der die
urspriinglichen horizontalen und vertikalen Kreishalbmesser konjugierte
Halbmesser geworden sind; die Ellipsen sind daher leicht zu zeichnen, wie
das in den Elementen der darstellenden Geometrie gezeigt wird.






ITII. DARSTELLUNG DER
GELANDEFLACHEN

§ 35. Hauptschichtlinien. In der Einleitung wurde bereits von der
Darstellung einer Geldndeflache durch ihre Schichtlinien, die Schnittkurven
mit wagerechten Ebenen, gesprochen, und in den vorhergehenden
vorbereitenden Abschnitten ist davon auch schon bei der Darstellung der
einfachen Flachen — Ebene, Zylinder, Kegel, Kugel — Gebrauch gemacht
worden.

Im folgenden sei nun die Gestalt der Geldndefliche willkiirlich
angenommen, jedoch vorausgesetzt, dafl sie im allgemeinen glatt genug
verlaufe, so dal man sie durch die gezeichneten Schichtlinien als
hinreichend gegeben ansehen kann. Diese Schichtlinien, die gewohnlich
Schichten gleicher Dicke entsprechen, und deren Hoéhenzahlen auch
gewOhnlich runde Zahlen sind, werden bisweilen Hauptschichtlinien der
Flache genannt.

Die kotierte Projektion der Hauptschichtlinien eines Geldndes auf eine
wagerechte Zeichenebene liefert bei notiger Verkleinerung eine Karte oder
einen Plan des Geldndes. Allen folgenden Betrachtungen wird ein solcher
Schichtenplan zugrunde gelegt; an ihm konnen alle Konstruktionen usw.
ausgefiihrt werden. Daher werden im Folgenden auch unter Schichtlinien,
Fallinien usw. schlechtweg ihre Abbildungen (d. h. verkleinerten
Projektionen) auf einer Karte verstanden, wenn nicht etwa aus dem
Zusammenhange hervorgeht, da3 die Originale des Geldndes selbst gemeint
sind.

§ 36. Zeichnerische Bemerkungen. Zunichst modgen einige
Bemerkungen {iiber die zeichnerische Ausfiihrung der Konstruktionen
eingeflochten werden, von denen im folgenden die Rede sein wird. In den
beiden vorhergehenden Abschnitten war fast alles mit dem Lineal, dem
Zirkel, Mafstab und Transporteur ausfiihrbar. Diese elementaren Geréte
werden im folgenden nicht immer geniigen, wie das in der Natur der Sache



liegt, wenn sich die Konstruktionen nicht auf gerade Linien und Kreise
beschrianken sollen.

Oft wird es von Vorteil oder geboten sein, die Konstruktionen nicht an
der vorhandenen Karte selbst auszufiihren. Dann zeichnet man sich den
erforderlichen Teil des Geldndes auf ein besonderes Zeichenblatt ab,
entweder mittels Pauspapiers, nachdem man eine Anzahl wichtiger Punkte
und etwa das Gradnetz des Geldndes besonders festgelegt hat, oder besser
und genauer mit einem Storchschnabel (Pantographen).

Man kann damit zugleich die herauszuzeichnenden Teile der Karte in
vergroBertem Mallstabe wiedergeben, was oft sehr niitzlich ist.

Fig. 38.

§ 37. Der Storchschnabel (Pantograph; Christoph Scheiner, T 1650)
besteht (Fig, 38) aus zwei durch eine Parallelogrammfiihrung (CD = ES, CE
= DS) verbundenen Stangen AC und BC mit gemeinsamem Drehpunkt C;
aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADS und ACB folgt AS : AB = AD : AC.
Wenn also der Punkt 4 des Apparates am Zeichentisch oder ReiBbrett
festgemacht wird, bei S sich ein iiber der abzuzeichnenden Karte
beweglicher Fahrstift (scharfe Spitze, die durch eine daneben angebrachte
ein wenig ldngere Stiitze dicht iiber der Karte gefiihrt wird), bei B der auf
dem Papier zeichnende Bleistift befindet, so liefert der letztere eine
Vergroflerung im Verhéltnis AD : AC. Ist SB'= AC, so beschreibt B’ dieselbe
Figur wie S.

Fir die hier in Frage kommenden Zwecke geniigt meist ein ganz
einfacher Apparat, wie er fiir weniges Geld zu haben ist. Man wird ihn
notigenfalls ein wenig ausrichten und seine VergroBerung priifen miissen.
Dies geschieht, indem man mit dem Fahrstift eine bekannte Strecke
durchlduft und sie mit der vom Bleistift gezeichneten Strecke vergleicht.

§ 38. Glatte Kurve. Oft wird verlangt, durch eine Reihe passend
gegebener Punkte eine glatte Kurve zu legen. Diese Aufgabe ist bis zu
einem gewissen Grade willkiirlich, weil der Begriff der »glatten Kurve«
nicht bestimmt genug ist. Man zieht eine solche Kurve mit Benutzung des
Kurvenlineals. Auch die Schichtlinien sind so zu zeichnen, aber nicht, wie



es manchmal zu sehen i1st, mit willkiirlichen Wellen und Zacken
dazwischen, die viele Konstruktionen ganz unausfiihrbar machen wiirden.

§ 39. Spiegellineal. Um an eine durch Zeichnung gegebene ebene Kurve
in einem gegebenen Punkte die Tangente oder Normale zu konstruieren,
bedient man sich zweckmaBig eines Spiegellineals, d. h. eines Lineals, das
an einer zur Zeichenebene senkrechten ebenen Seitenflache das Spiegelbild
der gezeichneten Kurve erkennen laBt. Dreht man es so lange um den
gegebenen Punkt, bis Spiegelbild und gezeichnete Kurve ohne merklichen
Knick ineinander iiberzugehen scheinen, so ist die Schnittgerade der
Spiegel- und Zeichenebene Normale der Kurve, ihre Senkrechte im
gegebenen Beriihrungspunkte also die Tangente.

Als Spiegellineal 146t sich ein mit einer geraden Kante versehener, und,
damit die Vorderflache, nicht die Hinterflache spiegelt, schwarz hinterlegter
Spiegelglasstreifen verwenden; fiir viele Zwecke genligt auch ein mitten auf
die nicht abgeschrigte Zentimeterteilung eines gewohnlichen
Rechenschiebers geklebtes geglittetes und mit dem Ballen der Hand
poliertes Stiick Stanniol.

§ 40. Tangente. Von einem geeignet gegebenen Punkte, der nicht auf
einer gegebenen Kurve liegt, 146t sich zwar recht genau an diese eine
Tangente mit dem Lineal legen; doch bleibt dabei die Lage des
Beriihrungspunktes unscharf. Man findet ihn durch eine Korrektions- oder
Fehlerkurve, die man z. B. erhilt, indem man eine Reihe von Sekanten
zieht, entweder durch den gegebenen Punkt, oder der gezeichneten
Tangente parallel, deren zwischen der Kurve gelegene Sehnen man halbiert
(Eig. 39).

Fig. 39.

§ 41. Hiillkurve. Statt dall eine Kurve zeichnerisch durch eine
geniigende Anzahl Punkte bestimmt wird, kommt es auch oft vor, sie zu
zeichnen, wenn eine hinreichende Anzahl Tangenten von ihr gegeben sind;
das wird ebenfalls durch passendes Anlegen des Kurvenlineals ausgefiihrt.

Man spricht in diesem Falle davon, dafl die Tangenten die Kurve
einhiillen, letztere die Hiillkurve (Enveloppe) der Tangenten ist. Vgl. z. B.
die Fig. 26.



Fig. 40.

§ 42. Evolute. Zeichnet man zu einer gegebenen Kurve, die von einem
Kreise oder einer Geraden verschieden ist, (mit dem Spiegellineal)
geniigend viele Normalen, so hiillen sie im allgemeinen eine zweite Kurve
ein, die Evolute der urspriinglichen (EFig._40). Der Punkt M, in dem diese
eine bestimmte, durch den Kurvenpunkt P gehende Normale beriihrt, heil3t
der zu P gehorige Krimmungsmittelpunkt der urspriinglichen Kurve, so
daf also die Evolute der Ort der Kriimmungsmittelpunkte ist. Der Kreis mit
dem Zentrum M und dem Radius PM heilit Kriimmungskreis und schmiegt
sich an die gegebene Kurve in P inniger an als jeder andere Kreis, obwohl
er im allgemeinen die Kurve durchschneidet.

§ 43. Parallelkurven. Trigt man auf den Normalen einer Kurve von
dieser aus nach derselben Seite gleiche Stiicke ab, so erhidlt man eine
dquidistante oder parallele Kurve. Alle Parallelkurven haben also dieselben
Normalen und demnach eine gemeinsame Evolute. Sie heilen auch die zu
der Evolute gehorigen Evolventen.

Auch andere Kurven, z. B. Kreise, konnen — natiirlich ebenfalls nur bei
gewissen Anordnungen — einhiillende Kurven besitzen. Davon macht man
unter anderm zweckmifig Gebrauch, um noch auf eine zweite Art zu einer
gegebenen eine parallele Kurve im gegebenen Abstand zu zeichnen. Man
zieht um eine geniigende Anzahl von Punkten der gegebenen Kurve Kreise,
deren Radius der gegebene Abstand ist, und zeichnet die beiden Hiillkurven
dieser Kreise.

§ 44. Beriihrungen im Raum. Von den folgenden leicht
nachzuweisenden Sitzen, die iiber die Darstellung einer Beriihrung im
Raume gelten, wird in Zukunft oft stillschweigend Gebrauch gemacht,
wenn Berlihrungskonstruktionen statt auf der Gelidndeflache auf einem Plan
von thr ausgefiihrt werden.

Eine beliebige Raumkurve, eine Tangente an ihr und der
Berithrungspunkt gehen im allgemeinen bei der Projektion in eine ebene
Kurve, eine Tangente an dieser und den Berlihrungspunkt iiber, und zwar
entsprechen die beiden Kurven, die beiden Tangenten und die beiden
Beriihrungspunkte einander.



Daraus folgt: wenn zwei Raumkurven sich in einem Punkte beriihren, so
beriihren sich auch ihre Projektionen in einem Punkte, der die Projektion
jenes ist.

§ 45. Relief eines Gelidndes. Die topographische Aufnahme eines
Gelandes geschieht meist durch Hohenmessung einer ausreichenden Anzahl
einzelner Punkte, deren geographische Lage (etwa Linge und Breite, oder
andere Koordinaten) bekannt ist. Danach werden dann die Schichtlinien
konstruiert, wovon nachher im § 48 noch die Rede sein wird.

Wenn man fiir jede Hauptschichtlinie gleich starke Lagen von Pappe oder
Holz, deren Dicke der Schichtendicke entspricht, so ausschneidet, wie die
Schichtlinie angibt, und sie dann richtig aufeinanderlegt, so erhilt man ein
terrassenformiges Gebilde, das angenidhert ein Relief des Geldndes darstellt.
Auf diese Weise werden nach Ausfiillung der Terrassen meist Reliefs von
gebirgigen Gegenden wirklich hergestellt.

§ 46. Kurven auf einer Geliandefliche. Auller den Schichtlinien sind
natiirlich noch eine ganze Reihe anderer Kurven im Zusammenhang mit
einer Geldndefliche zu betrachten, die teils auf ihr gelegen sind, teils sie
durchdringen oder beriihren: Wege auf dem Geldnde, Eisenbahnlinien,
Schnittkurven mit anderen Flachen, scheinbare Horizonte usw. Auch diese
alle hat man sich in den Plan eingezeichnet zu denken. Es wird zweckmalBig
sein, zundchst die hauptsidchlichsten Eigenschaften solcher Raumkurven
kennen zu lernen, da sie naturgemdll bei den Konstruktionen an
Gelédndeflachen fortgesetzt vorkommen.

§ 47. Darstellung einer Raumkurve. Eine beliebige Raumkurve ist
durch ihre Projektion gegeben, wenn zugleich fiir eine geniigende Anzahl
threr Punkte die Hohenzahlen bekannt sind. Man denke etwa an die
Darstellung des Weges, den ein Luftschiff durchmessen hat.

Alle, die Punkte einer Raumkurve projizierenden lotrechten Strahlen
bilden einen Zylinder, den projizierenden Zylinder, und seine Abwickelung
gibt das Profil langs der Raumkurve, das Ldngenprofil. Man zeichnet diese
Abwickelung, indem man mittels einer geniigend kleinen Zirkel6ffnung die
Kurve in so kleine Stiicke teilt, da sie innerhalb der Zeichengenauigkeit als
geradlinig (vgl. §_85) betrachtet werden konnen, tragt diese Stiicke mittels



derselben Zirkeloffnung lings einer Geraden ab, bezeichnet dabei die
kotierten Punkte und tragt in thnen die entsprechenden Hohen lotrecht auf.
Die Endpunkte dieser Lote bilden das erwidhnte Léangenprofil (Fig,_41 u.
41 a).

Fig. 41. Fig. 41 a.

§ 48. Einschalten von Punkten und Konstruktion von Schichtlinien.
Man benutzt ein solches Langenprofil, um in die Kurve Punkte gegebener
Kote einzuschalten, z. B. die Punkte mit runden Ho6henzahlen
(Hauptpunkte), wodurch dann eine Stufung der gegebenen Kurve in
dhnlicher Weise ausgefiihrt wird, wie das frither (§_4) bei der geraden Linie
geschehen ist.

Davon macht man z. B. Gebrauch, um aus den vermessenen Punkten
eines Geliandes seine Hauptschichtlinien zu konstruieren (vgl. §_45). Man
verbindet zu diesem Zwecke geeignete vermessene Punkte der Flache durch
eine glatte Kurve, zeichnet deren Langenprofil, aus dem man dann leicht
die Zwischenpunkte mit runden Hohenzahlen entnehmen kann. Das ist in
der Fig, 41 z. B. an der Linie 4B ndher ausgefiihrt. Die Verbindungskurven
sind moglichst quer zu den zu erwartenden Schichtlinien zu wéhlen.

Ein derartiges Langenprofil wird ferner in praktischen Féllen oft benutzt,
um z. B. das Steigen und Fallen eines Weges oder einer Eisenbahnstrecke
unabhéngig von den Kriimmungen der Linienfithrung darzustellen, oder um
die geologische Gestaltung des Erdinnern langs eines Tunnels oder Stollens
zu verfolgen.

§ 49. Boschung einer Raumkurve. Unter dem Anstieg (Boschung) einer
Raumkurve in einem ihrer Punkte versteht man den Anstieg der Tangente in
diesem Punkte. Die Projektion der Tangente fillt nach §_44 zusammen mit
der Tangente der Projektion der Raumkurve. Da sie bei der Abwickelung
des projizierenden Zylinders auch in die Tangente des Langenprofils
tibergeht, so kann damit ihre Stufung nach §_4 leicht ausgefiihrt werden
(vgl. Eig. 42).

Fig. 42. Fig. 43.



§ 50. Boschungslinie. Unter dem Intervall einer Raumkurve in einem
threr Punkte versteht man das Intervall der zugehorigen Tangente. Im
allgemeinen dndert es seine Grofle langs der Kurve: je kleiner es ist, um so
steiler, je groBer, um so flacher verlduft die Kurve in der Nédhe der
betreffenden Stelle. Ist das Intervall ldngs der ganzen Kurve von derselben
Liange, so hat die Kurve konstante Steigung; sie heiit dann eine
Boschungslinie; ihr Langenprofil ist eine Gerade, wie das in Fig, 43 gezeigt
1st.

Bei geniigend enger Graduierung ist das Intervall einer Raumkurve in
einem Punkte ndherungsweise gleich der Entfernung der beiden
benachbarten Hauptpunkte.

§ 51. Normalebene, Planierungsfliiche. Die auf der Tangente im
Beriihrungspunkte senkrechte Ebene heil3t Normalebene der Kurve; ihr
Gefdllemalstab ist nach §_6 zu konstruieren als die in einer lotrechten
Ebene gelegene Senkrechte zur Tangente im Beriithrungspunkte (vgl.
Fig.44): das Intervall ist entgegengesetzt gerichtet und reziprok zu dem der
Tangente, wozu in der Figur das rechtwinklige Dreieck mit der Hohe 1
(Einheit des HohenmaBstabes) dient. Jede in der Normalebene gelegene, die
Kurve schneidende Gerade heilit Normale der Kurve.

Fig. 44. Fig. 45.

Samtliche horizontalen Normalen bilden eine im allgemeinen
windschiefe Flache, die die Kurve enthilt, die Planierungsfliche. Die
Projektionen dieser Normalen sind die mittels des Spiegellineals leicht in
die Karte zu zeichnenden Normalen der gegebenen Projektion der Kurve.
Tragt man auf thnen von der Kurve aus beiderseits dasselbe Stiick ab, so
erhdlt man die Darstellung eines Weges, dessen Mittellinie die gegebene
Kurve ist (Fig, 45).

Im allgemeinen besteht die Planierungsfldche aus zwei Fliigeln, die langs
derjenigen Raumkurve aneinanderstof3en, deren Projektion die Evolute der
gegebenen Projektion der Kurve ist. Langs dieser Raumkurve durchdringt
die Planierungsfliche sich selbst. Zum Beispiel ist die Planierungsfliache
einer gewohnlichen zylindrischen Schraubenlinie mit lotrechter Achse die
gemeine Schraubenfliche, ihre Selbstdurchdringungskurve die lotrechte
Achse selbst.



§ 52. Schmiegungsebene. Ebenso wie die Tangente einer Kurve die
Grenzlage der Sekante ist fiir den Fall, da3 der eine Kurvenpunkt sich dem
anderen mehr und mehr ndhert, so ist die Schmiegungsebene die Grenzlage
aller durch drei Punkte der Kurve gehenden Ebenen fiir den Fall, dal3 zwei
der Punkte sich dem dritten mehr und mehr ndhern, iibrigens, wenn von
einer Schmiegungsebene iiberhaupt die Rede sein soll, gleichgiiltig, in
welcher Weise diese Anndherung ausgefiihrt wird. Daher ist die Tangente in
der Schmiegungsebene gelegen.

Um die Schmiegungsebene in einem gegebenen Punkte der Kurve zu
konstruieren, wird man demnach zuerst die zugehorige Tangente zu ziehen
und nach §_49 zu graduieren haben. Die Schmiegungsebene wird alsdann
eindeutig bestimmt sein, sobald man die Richtung einer ihrer Streichlinien
kennt, z. B. derjenigen, die durch den gegebenen Kurvenpunkt geht. Die
Hauptstreichlinien sind zu dieser parallel und gehen durch die Hauptpunkte
der Tangente.

Fig. 46.

Bei der Konstruktion der Schmiegungsebene mufl man natiirlich von
threr Erkldrung Gebrauch machen und also eine Reihe von Ebenen
zeichnen, deren Grenzlage sie ist. Zum Beispiel kann man zweckméBig
solche Ebenen wihlen, deren einer Punkt der gegebene ist, wahrend die
beiden anderen entgegengesetzt gleiche Hohenabstinde von ihm haben. Das
ist in Fig, 46 ausgefiihrt, indem jedesmal die Verbindungsgerade der beiden
letztgenannten Punkte graduiert ist. Diese Ebenen hiillen eine Fldche ein,
auf der die gegebene Kurve gelegen ist, und auf der sich leicht die
Hohenlinien als Verbindungskurven der Punkte gleicher Hohenzahlen
zeichnen lassen, insbesondere auch die durch den gegebenen Kurvenpunkt
gehende. Irgendeine durch diesen Punkt gehende Sekante der Hohenlinie ist
in einer der besagten Ebenen als Schichtlinie enthalten. In dem Grenzfall
der Schmiegungsebene geht also diese Sekante in die Tangente der
erwahnten Schichtlinie im gegebenen Punkte iiber und wird zugleich
Schichtlinie der Schmiegungsebene. Danach ist diese leicht zu zeichnen.

§ 53. Hauptnormale, Binormale. Die Schmiegungsebene und die
Normalebene schneiden sich in der Hauptnormalen der Kurve. Das Lot auf
der Schmiegungsebene im Berithrungspunkte heiflt Binormale der Kurve.
Beide Geraden lassen sich nach §_12 und §_6 konstruieren.



Wer die angegebene Konstruktion der Tangente, Schmiegungsebene usw.
wirklich ausgefiihrt hat, wird unschwer bemerkt haben, dal dabei die
Genauigkeit der Zeichnung geringer ist als bei den bisherigen
Konstruktionen. Der Grund dafiir liegt in den Erkldrungen der Tangente
usw. als Grenzlagen gewisser Geraden usw. Diese Bemerkung gilt auch fiir
eine ganze Reihe von Konstruktionen an Kurven und Fldchen, wie sie im
folgenden mitgeteilt werden.

Fig. 47.

§ 54. Schnitt einer Fliche mit einer Ebene. Um die Schnittkurve einer
Fliche mit einer gegebenen Ebene zu konstruieren, bringt man die
Schichtlinien der Fliche mit den gleichkotierten Streichlinien der Ebene
zum Schnitt und verbindet die erhaltenen Punkte durch eine glatte Kurve.
Diese wird Ausschnittlinie, Ausbifslinie, Verschneidung der Ebene genannt

(Eig.47).
Fig. 48. Fig. 48 a.

Wenn man die gegebene Fliche lings einer gegebenen Richtung durch
eine lotrechte Ebene schneidet und diese samt der Schnittfigur in die
Zeichenebene umklappt, so erhilt man ein Querprofil der Fliche langs der
gegebenen Richtung (Fig, 48). Oft ist es zweckmifBig, um die Zeichnung
nicht zu verwirren, oder bei Benutzung einer Karte, das Querprofil auf eine
besondere Zeichnung zu iibertragen: das geschieht lings der gegebenen
Richtung mittels des Zirkels oder einfacher mittels eines angelegten
geraden Papierstreifens (Fig, 48 a).

§ 55. Anwendung. Die Konstruktion von Ausschnittlinien und
Querprofilen kommt sehr oft bei Aufgaben des Tiefbaues, bei geologischen
oder bergminnischen Fragen vor. Zum Beispiel, wenn man an irgendeiner
Stelle des Geldndes das Streichen und Fallen einer (in erster Annéherung als
eben angenommen) geologischen Schicht beobachtet hat, so ist es von
Wichtigkeit, die (mutmaBliche) AusbiBllinie dieser Schicht zu kennen, um
dadurch zu wissen, an welchen Stellen des Geldndes man mit einiger
Aussicht auf Erfolg durch Schiirfarbeit die Schicht blolegen und vielleicht
abbauen kann; oder wie tief ein Schacht, der an einer gegebenen, dem
Verkehr zuginglichen Stelle anzulegen ist, niedergebracht werden muf}, bis
er die Schicht erreicht.



Fig. 49.

Man hat dann zunéchst aus dem beobachteten Einfallen und Streichen die
Schichtlinien der Ebene und damit ihren Geféallemal3stab nach §_11 zu
konstruieren, alsdann, wie im vorigen Paragraphen angegeben, ihre
AusbiBlinie (in der Figur gestrichelt) mit der Flache herzustellen,
schlieSlich durch den Schacht in der durch die Fallinie der Ebene
gegebenen Richtung ein Querprofil durch das ganze Geldnde zu legen.
Daraus ist dann die Teufe des Schachtes zu entnehmen. Dies ist in der
Fig. 49 ausgefiihrt.

§ 56. Einschalten von Hohenlinien. Fiir manche konstruktiven Zwecke
reichen oft die vorhandenen Hohenlinien nicht an allen Stellen der Karte
aus, um die verlangten Konstruktionen mit geniigender Genauigkeit
auszufithren. Dann wird es erforderlich, zwischen die vorhandenen noch
andere Hohenlinien einzuschalten. ZweckmiBig kann das mit Hilfe von
Querprofilen geschehen, die man an den betreffenden Stellen der Karte in
geniigender Anzahl legt, und aus denen man die erforderlichen Punkte fiir
die zu konstruierenden Zwischenschichtlinien entnimmt (vgl. Fig, 50).

Fig. 50. Fig. 51.

Wenn die Hohenlinien nur schwach gekriimmt sind, kann man mittels
eines einfach anzulegenden Mallstabes Punkte der einzuschaltenden
Schichtlinien mit geniligender Annédherung auffinden, wie das aus der
Fig. 51 hervorgeht; bei geradlinigen Schichtlinien wire dieses Verfahren
streng richtig.

Am genauesten und in jedem Falle anzuwenden sind die Lingenprofile
quer zu den Schichtlinien (1angs der Fallinien, vgl. §_58), und zwar so, wie
es im §_ 48 gezeigt worden ist.

§ 57. Beriihrungsebene und Normale einer Fliche. Um in einem
gegebenen Punkte der Fliche die Beriihrungsebene zu konstruieren,
bedenke man, daB3 diese von einer durch den Punkt gehenden wagerechten
Ebene in einer wagerechten Geraden geschnitten wird; diese Gerade ist eine
Tangente der Flache in dem gegebenen Punkte, also auch eine Tangente an
die durch den Punkt gehende Hohenlinie der Flache. Da den Beriihrungen
auf der Flache auch Beriihrungen in der Karte entsprechen (§_44), so ist



demnach auf dem Plane die Normale der Hohenlinie in dem gegebenen
Punkte (mit dem Spiegellineal zu zeichnen) die Projektion einer Fallinie der
gesuchten Beriihrungsebene. Konstruiert man das durch die Richtung dieser
Fallinie bestimmte Querprofil der Fliche nach §_54, so ist die Fallinie an
ithm in dem gegebenen Punkte Tangente. [hr BoschungsmaBstab ist also
auch der Gefillemal3stab der gesuchten Beriihrungsebene (vgl. Fig, 52 u.
52 a).

Fig. 52. Fig. 52 a.

Die Fliachennormale ist das Lot auf der Berlihrungsebene im
Beriihrungspunkte. Da es in der eben erwidhnten Profilebene liegt, fallt
seine Projektion mit der der Fallinie der Beriihrungsebene zusammen. Sein
Geféllemalflstab hat nach §_6 das reziproke Intervall desjenigen der
Beriihrungsebene, ist ihm entgegengesetzt gerichtet und daher wie dort
angegeben zu bestimmen.

§ 58. Normalebene, Fallinien einer Fliche. Irgendeine die
Flichennormale enthaltende Ebene heil3t Normalebene der Flache; sie
schneidet die Flache in einem Normalschnitt, die Beriihrungsebene in einer
Tangente der Flache. Durch jeden Flichenpunkt gehen also unzihlig viele
Tangenten, von denen im allgemeinen nur eine, die zugleich Tangente der
durch den Beriihrungspunkt gehenden Schichtlinie der Flache ist, horizontal
lauft. Die anderen verlaufen paarweise mit demselben Anstieg, bis auf eine,
deren Gefille mit dem der Ebene libereinstimmt. Es ist zugleich das grof3te
unter allen betrachteten und wird Gefille der Fldche in dem betreffenden
Punkte genannt. Geht man von einem Punkte der Flache in Richtung des
eben erwihnten groBten Gefilles, der Fallrichtung, also senkrecht zur
Schichtlinie, weiter zu einem Punkte der ndchsten Schichtlinie, von da in
derselben Weise weiter und so fort, so durchlduft man eine Fallinie der
Fléache.

Die Fallinien stehen auf den Schichtlinien senkrecht. Um sie zu
konstruieren (Fig, 53 u. 54), bedient man sich zweckmiBig des
Spiegellineals: man errichtet, von einem Punkte einer Schichtlinie
ausgehend, auf ihr mittels des Spiegellineals die Normale, setzt an sie in
einem Punkte, der etwa mitten bis zur ndchstfolgenden Schichtlinie gelegen
ist, die Normale zu dieser an, usw. Diese Normalen hiillen die gesuchte
Fallinie ein, deren Tangenten sie sind (§_41). Dabei ist es erforderlich, dal3



geniigend viele Schichtlinien zu Verfiigung stehen; notigenfalls werden
zuvor einige einzuschalten sein (§_56).

Fig. 53. Fig. 54.

§ 59. Schraffur einer Karte. Die Fallinien einer Geldndefliche geben
die Richtung des langsam herabflieBenden Wassers an. Im allgemeinen geht
durch jeden Punkt der Fliache genau eine Fallinie; iiber die besonders zu
erwihnenden Ausnahmen s. weiter unten § 61.

Der Anstieg lings der Fallinien einer Flache ist im allgemeinen
veranderlich; man pflegt in der Kartenkunde das stirkere oder schwéchere
Gefille des Geldndes durch stirkeres oder schwécheres Ausziehen der
Fallinien kenntlich zu machen, um dadurch einen erhabenen Eindruck der
Karte hervorzurufen. Dazu benutzt man meistens eine dem Gefille
entsprechend abgetonte Schraffur. Die Richtung der Schraffenstriche
stimmt mit der Richtung der Fallinien iiberein.

§ 60. Kriimmung einer Fliche. Hinsichtlich der Punkte, die eine Flache
auBBer dem Beriihrungspunkte in seiner Nachbarschaft mit der
Berithrungsebene gemeinschaftlich haben kann, sind drei verschiedene
Félle moglich, wenn man von besonderen Ausnahmen absieht.

Entweder hat die Oberfliche mit ihrer Beriihrungsebene in der
Umgebung des Beriihrungspunktes weiter gar keinen Punkt gemeinsam; die
Beriihrungsebene verlduft dort dann also ganz auf einer Seite der Fléche.
Dann heifit die Fliche in dem betrachteten Beriihrungspunkte bauchig
(positiv oder elliptisch gekriimmt). Vgl. 55 und 55 a. Das Ellipsoid gibt
dafiir ein Beispiel in jedem seiner Punkte.

Fig. 55. Fig. 55 a.

Oder zweitens die Beriihrungsebene durchdringt in der Nahe des
Beriihrungspunktes die Fliache so, daB die Schnittkurve beider im
Berithrungspunkte einen Doppelpunkt besitzt. Dann heillt die Flache
daselbst sattelformig (negativ oder hyperbolisch gekrimmt). Vgl. Fig, 56
und 56 a. Das einschalige Hyperboloid oder das hyperbolische Paraboloid
ist in jedem seiner Punkte sattelférmig; die Schnittkurve besteht hier aus
den beiden, sich im Beriihrungspunkte schneidenden erzeugenden Geraden.



Fig. 56. Fig. 56 a.

Oder drittens: die Beriihrungsebene dringt zwar ebenfalls in der Nédhe des
Berithrungspunktes in die Fldache ein, aber so, dafl die Schnittkurve beider
nur einmal durch den Berithrungspunkt geht. Dann heif3t die Flache in dem
betreffenden Punkte parabolisch gekrimmt. Vgl. Fig. 57 und 57 a. Ein
Kegel mit beliebiger Basis ist in jedem seiner Punkte parabolisch
gekrimmt. Flichenstlicke, deren sdmtliche Punkte parabolisch gekriimmt
sind, lassen sich ohne Dehnung und Faltung derartig verbiegen, dal} sie
Teile einer Ebene werden, oder, was dasselbe besagt, man kann sie auf eine
Ebene abwickeln; daher heillen solche Flachen abwickelbar.

Fig. 57. Fig. 57 a.

Es kann vorkommen, dafl auf einer und derselben Fldche sowohl
bauchige wie sattelformige Teile vorhanden sind. Sie werden dann getrennt
durch eine Kurve, die Kriimmungsgrenze (Demarkationslinie, parabolische
Kurve), in deren Punkten die Flache parabolisch gekriimmt ist. Ein Beispiel
dafiir ist die in der Fig. 27 auf S. 18 abgebildete glockenférmige
Umdrehungsfliche: DD bezeichnet die Kriimmungsgrenze, der obere Teil
ist bauchig, der untere sattelformig.

§ 61. Der Verlauf der Schicht- und Fallinien lings einer Gelidndeflache
ist duBerst mannigfaltig und scheinbar sehr regellos. Jedoch kann man oft
aus dem bloBen Anblick dieser Linien in der Karte geometrische
Eigenschaften der Fliache an der betrachteten Stelle herauslesen; und es ist
fiir die Beschiftigung mit der Kartenkunde sehr wichtig, sich darin eine
gewisse Ubung zu verschaffen.

Da die Schichtlinien als Linien gleichen Wasserstandes aufgefal3t werden
konnen, miissen sie auf einer nicht willkiirlich begrenzten Gelidndeflache
stets geschlossen sein. Keine zwei Schichtlinien verschiedener Hohen
konnen sich schneiden. Bei Ausschlufl liberhdngender Teile des Geldndes
gilt dies auch von den Projektionen der Schichtlinien in der Karte. Im
allgemeinen geht durch jeden Punkt des Planes genau eine Schichtlinie; es
gibt jedoch gewisse Ausnahmepunkte.

§ 62. Gipfel-, Mulden- und Jochpunkt. Zunichst gibt es solche Punkte,
durch die keine Schichtlinie geht oder, genauer gesagt, deren zugehdrige



Hohenlinie auf den Punkt selbst zusammengeschrumpft ist. Es sind die
Punkte, die hoher oder tiefer liegen als sdmtliche Punkte ihrer Umgebung.
Sie heiBlen Gipfel- oder Muldenpunkte, je nachdem die benachbarten
Schichtlinien, von ellipsendhnlicher Gestalt, kleinere oder grofere
Hohenzahlen haben (Fig, 58).

Fig. 58. Fig. 59.

Sodann gibt es solche Punkte, durch die zwei, vielleicht auch mehrere
Schichtlinien (derselben Hohenzahl) hindurchgehen. Der gewdhnlichste
dieser Punkte ist der Jochpunkt, die tiefste Stelle zwischen zwei
Erhebungen und Ausgangsstelle zweier durch einen Bergriicken getrennter
Téler, oder auch, was dasselbe bedeutet, die hochste Stelle zwischen zwel
Talern und Ausgangsstelle zweier durch ein Tal getrennter Bergriicken
(Fig. 59). Besondere Fille treten ein, wenn mehrere Tédler und mehrere
Bergriicken von einem gemeinsamen Punkte entspringen, wovon die
Fig. 60 ein Beispiel gibt.

Fig. 60.

Die Beriihrungsebene in einem Gipfel- oder Mulden- oder Jochpunkte ist
wagerecht, wie sich auch aus einer Betrachtung der Querprofile sogleich
ergibt. Da sie in der Umgebung eines Gipfelpunktes ganz oberhalb der
Fliche, in der Umgebung eines Muldenpunktes ganz unterhalb liegt, so ist
die Flache in diesen Punkten bauchig (§_60). In einem Jochpunkt ist sie
dagegen sattelformig.

§ 63. Wasserscheide und Talweg. Im allgemeinen geht durch jeden
Punkt einer Gelandefliche genau eine Fallinie; aber auch hiervon gibt es
Ausnahmen. Durch jeden Gipfel- und jeden Muldenpunkt gehen unzihlig
viele Fallinien, ebendie, welche die benachbarten elliptischen Schichtlinien
der Umgebung senkrecht durchschneiden. Die Fig. 61 zeigt den Verlauf
dieser Fallinien, wie ihn eine genauere Betrachtung, die hier zu weit fiihren
wurde, erkennen lieBe: die Fallinien berithren nidmlich sdmtlich die
gemeinsame grofle Achse der Ellipsen im Mittelpunkt, dem in Rede
stechenden Gipfel- oder Muldenpunkt, bis auf eine, die in Richtung der
kleinen Achse verlduft. Wenn die Schichtlinien in der Umgebung eines
Gipfel- oder Muldenpunktes angendhert konzentrische Kreise sind, wie es
z. B. bei einer Umdrehungsfliche mit senkrechter Drehachse (vgl. Fig, 27



Seite 18) eintreten kann, dann verlaufen natiirlich die Fallinien radial, und
keine von ihnen ist bevorzugt (Kreispunkt oder Nabelpunkt).

Fig. 61.

In der Nédhe eines Jochpunktes verlaufen die Schichtlinien der Fliache
angendhert wie Hyperbeln mit gemeinsamen Hauptachsenrichtungen und
gemeinsamem Mittelpunkt. Den Verlauf der Fallinien zeigt die Fig, 62:
durch den Jochpunkt selbst gehen zwei Fallinien in Richtung der
Hauptachsen.

Fig. 62.

Auf manchen Fliachen treten Fallinien auf, in deren Umgebung sich die
benachbarten um so enger zusammendréngen, je ndher sie an jenen liegen.
Solche Fallinien sollen ausgezeichnete Fallinien heiflen. Es kann ferner
vorkommen, dafl auf einer solchen ausgezeichneten Fallinie ein oder
mehrere Punkte liegen, in denen benachbarte Fallinien wirklich einmiinden
oder aus denen sie entspringen, oder daf3 sich ihr die benachbarten Fallinien
asymptotisch ndhern (in einem sehr fernen Punkte einmiinden). Eine
derartige ausgezeichnete Fallinie mit Miindungspunkten (einschlieflich
asymptotischen Einmiindens) heilit 7alweg, falls die benachbarten Fallinien
im Sinne abnehmender Hohen einmiinden oder sich ihr im absteigenden
Sinne asymptotisch ndhern. Dagegen heillit sie Kammweg (Riickenlinie,
Wasserscheide), falls die Fallinien im Sinne aufsteigender Hoéhen
einmiinden, d. h. aus ihnen entspringen. Eine ausgezeichnete Fallinie kann
in ithrem Verlauf teils Talweg, teils Wasserscheide, teils keins von beiden
sein. Der Name Talweg, der iibrigens als deutsches Fremdwort in die
franzosische Sprache eingedrungen ist (le thalweg), rithrt von dem
deutschen Wasserbaumeister Wiebeking (T 1842) her. Die Begriffe des
Talwegs und der Wasserscheide spielen bei der Festsetzung politischer
Grenzen eine Rolle.

§ 64. Fortsetzung. Fir jeden Gipfelpunkt, der kein Kreispunkt ist, bildet
die in der Liangsrichtung des Gipfels hindurchgehende Fallinie einen
Kammweg; denn die benachbarten Fallinien entspringen, sie beriihrend, aus
ihr im Gipfelpunkte (vgl. Fig. 61). Und fiir jeden Muldenpunkt, der nicht
zugleich Kreispunkt ist, bildet die in der Léngsrichtung die Mulde
durchziehende Fallinie einen Talweg. Die Fig, 63 gibt den Verlauf eines
Kammwegs K und eines Talwegs T mit sehr fernen Ursprungs- und



Miindungspunkten wieder. Einem solchen Talweg entspricht in der Natur
der Weg eines geniigend langsam flieBenden und schmalen Baches, der
durch allmihliche Vereinigung kleinerer Wasseradern entsteht. Ein
Kammweg bildet die Grenze zwischen zwei Abflullgebieten des Gelédndes.



Fig. 63.

Von einem Jochpunkte (Fig. 62) gehen zwei ausgezeichnete Fallinien
aus; der einen ndhern sich benachbarte Fallinien im aufsteigenden, der
anderen 1m absteigenden Sinne. Man darf aber im allgemeinen weder die
erste als Kammweg noch die zweite als Talweg bezeichnen. Wenn die von
einem Jochpunkte nach einer Mulde herabfiihrende ausgezeichnete Fallinie
die Mulde nicht in der Langsrichtung, sondern in der Querrichtung
durchliuft, ist sie gewill in diesem Stiicke des Gelidndes kein Talweg. Die
Fig, 64 gibt dies an; und die Fig, 65 das Gegenstiick dazu, wo wirklich die
Joch und Mulde verbindende Fallinie ein Talweg ist.

Fig. 64.

Auch wenn das von einem Joch herabziehende Tal sich so verflacht, daf3
die Fallinien sich zwar der durch den Jochpunkt gehenden ausgezeichneten
Fallinie ndhern, aber doch nicht in asymptotischer Weise, kann diese nicht
Talweg sein. In der Natur wiirde dem etwa ein Tal entsprechen, das nicht
zur Entstehung eines Wasserlaufes, sondern zu einer Art Sumpfbildung
Anlafl gibt. Umgekehrt konnen aus einem Hochmoore Wasseradern
abgehen, ohne daB3 dort von einer eigentlichen Wasserscheide gesprochen
werden kann (Fig, 66).

Fig. 65.

Bemerkenswert ist noch der Fall, wenn auf einer ausgezeichneten
Fallinie ein parabolischer Punkt der Gelidndeflache gelegen ist (§_60). Die
Fig. 67 gibt davon ein Beispiel. In dem parabolischen Punkte hat hier die
Schichtlinie, auf der er liegt, eine Spitze, und in ihr endigen alle Fallinien,
die — wie in der Figur angegeben — aus groBeren Hohen kommen. Die
ausgezeichnete, durch den parabolischen Punkt gehende Fallinie ist also in
threm oberen Teile gewill ein Talweg. Ob sie es dagegen auch in ihrem
unteren Teile ist, hdngt davon ab, ob sich dort ebenfalls ein Miindungspunkt
befindet (in der Figur ist das nicht der Fall).

Fig. 66.

Da durch eine Karte immer nur ein beschriankter Teil des Geldndes
gegeben sein kann, so wird es praktisch unméglich sein, bei Geldndeflachen
ein asymptotisches Einmiinden genau festzustellen, und man wird daher
auch in dem Falle von einem Talweg und einem Kammweg reden, wenn



geniigend viele benachbarte Fallinien der Zeichnung innerhalb der
Zeichengenauigkeit in die ausgezeichnete Fallinie iibergehen.

Fig. 67.

Fig. 68.

Um in einer Geldndekarte alle Talwege und Wasserscheiden zu finden,
wird man unter den Fallinien zundchst die ausgezeichneten aufsuchen, d. h.
diejenigen, in deren Nahe sich die ibrigen mehr und mehr
zusammendrangen. Unter ithnen hat man aber nur diejenigen beizubehalten,
auf denen Miindungspunkte der iibrigen gelegen sind, oder in die geniligend
viele benachbarte Fallinien innerhalb der Zeichengenauigkeit {ibergehen.
Talweg und Kammweg sind durch die Art der Anndherung, ob bei fallender
oder steigender Hohe, leicht zu unterscheiden.

Die Schichtlinien sowohl wie die Fallinien verlaufen immer stetig,
konnen aber Ecken, Doppelpunkte und dergleichen Ausnahmestellen haben.
Ecken treten ein, wenn das Geldnde Grate oder scharf ausgeschnittene
Rinnen besitzt. Da in jedem Punkte eines einfachen Grates zwei
verschiedene Beriihrungsebenen an die Gelidndeflaiche moglich sind, gehen
durch diesen Punkt auch zwei verschiedene Fallinien; ein Grat enthélt daher
die Ursprungspunkte von Fallinien und wird demnach zu den
Wasserscheiden zu rechnen sein, obwohl er im allgemeinen selbst keine
Fallinie ist. Dasselbe gilt entsprechend von einer Rinne (vgl. Fig, 68). Die
allgemeine Untersuchung solcher Stellen einer Geldndeflache ist schwierig,
erfordert weitergehende Hilfsmittel und wiirde daher hier zu weit fiihren.

Fig. 69.

§ 65. Boschungsfliche. Eine Flache, auf der samtliche Fallinien Geraden
sind, heillit Boschungsfliche. Es geniigt dazu offenbar nicht, da3 die
Projektionen der Fallinien sdmtlich gerade Linien sind, sondern es ist weiter
notwendig, dal die Schichtlinien auf jeder einzelnen von ihnen jedesmal
gleiche Stiicke ausschneiden. Daraus folgt, daB die Schichtlinien
dquidistante Kurven sind (Fig, 69).

Alle Punkte derselben geradlinigen Fallinie haben dieselbe
Beriihrungsebene. Eine Boschungsfliche ist daher in jedem ihrer Punkte
parabolisch gekriimmt (§_60). Sie ist demnach eine abwickelbare Fliche, d.



h. man kann eine bewegliche Ebene so auf ihr ohne Gleiten abrollen, daf}
sie sie immer langs einer Geraden beriihrt; umgekehrt kann man daher auch
die Fliache auf einer Ebene so abwickeln, dall immer Berithrung ldngs einer
Geraden besteht.

Von den Boschungsflichen macht man sehr hédufig bei der Auffithrung
von Erdarbeiten, bei der Aufschiittung von Ddmmen, Halden u. dgl.
Gebrauch. Davon wird in den Aufgaben noch wiederholt die Rede sein.

§ 66. Boschungsstreifen. Bei der zeichnerischen Darstellung einer
Geldndeflaiche durch ihre Schichtlinien ist es oft zweckmiflig, diese
notigenfalls durch Einschalten nach §_56 so dicht nebeneinander verlaufen
zu lassen, daB jeder zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schichtlinien
enthaltene Teil einer Fallinie innerhalb der Zeichengenauigkeit als
geradlinig zu betrachten ist. Das bedeutet dann also, daB3 jeder zwischen
zwel aufeinanderfolgenden Schichtlinien enthaltene Streifen einer
Gelandefliche als Teil emner Boschungsfliche anzusehen ist:
Boschungsstreifen. Man kann demnach sagen, dal eine Gelidndefliche
durch ihre Schichtlinien »mit geniigender Genauigkeit« gegeben ist, wenn
ein jeder innerhalb zweier aufeinanderfolgenden Schichtlinien gelegene
Streifen durch den zugehorigen Boschungsstreifen ohne merklichen Fehler
ersetzt werden kann.

§ 67. Gratlinie. Eine Boschungsfliache ist vollstindig bestimmt, wenn
der Boschungswinkel und eine ihrer Hohenlinien gegeben ist; denn die
Fallinien sind die Normalen der gegebenen Hohenlinie, der
Boschungswinkel bestimmt ihre Stufung, und die Schichtlinien lassen sich
sodann als Parallelkurven zu der gegebenen Hohenlinie konstruieren (§_65).
Alle ebenen Parallelkurven haben eine gemeinsame Evolute (§_43), die
Hiillkurve ihrer gemeinsamen Normalen; faflit man also die Parallelkurven
und ihre Normalen als die Projektionen der Schicht- und Fallinien einer
Boschungsflache auf, so entspricht der Evolute eine auf der Fliche gelegene
Raumkurve, ldngs der sich benachbarte Fallinien schneiden. Sie bildet also
einen scharfen Grat der Fliche und heif3t daher ihre Gratlinie. Eine
aufgewehte Schneewichte gibt oft ein Bild einer Boschungsflache und ihrer
Gratlinie (Fig, 69 bei g).

Fig. 70.



§ 68. Ebene Raumkurven. Wenn eine Raumkurve und eine Fliache
gegeben sind, so ist leicht festzustellen, ob die Kurve auf der Fliche
gelegen ist. Denn dies ist nur der Fall, wenn die Punkte der Kurve auf den
gleichkotierten Schichtlinien der Flache liegen.

Raumkurven, deren sdmtliche Punkte derselben Ebene angehdren, heiflen
eben. Um von einer gegebenen Raumkurve festzustellen, ob sie eben ist, hat
man durch drei ihrer Punkte nach §_9 eine Ebene zu legen und nachzusehen,
ob ihre Streichgeraden die Kurve in Punkten schneiden, deren Hohenzahlen
mit denen der zugehorigen Schichtlinien iibereinstimmen (Fig, 70). Die
Schmiegungsebene (§_52) einer ebenen Raumkurve fallt mit der Ebene der
Kurve zusammen. Wenn die Ebene der Kurve lotrecht steht, wird die
Projektion der Kurve durch eine Gerade mit im allgemeinen
ungleichméaBiger Stufung dargestellt.

§ 69. Boschungsfliche einer Raumkurve. Zu jedem Punkte einer
gegebenen Raumkurve [aBt sich ein Kegel gegebener Boschung
konstruieren, der den Punkt als Spitze hat. Sadmtliche so konstruierten
Boschungskegel derselben Boschung hiillen eine Fliche ein, eine
Boschungsfldche der Raumkurve; sie besteht aus zwei Teilen, die sich langs
der Raumkurve durchschneiden. Jede ihrer Schichtlinien ergibt sich als
Hiillkurve gleichkotierter Kreise, ndmlich der Schichtkreise jener
Boschungskegel. In der Karte der Flache liegen die Mittelpunkte dieser
Kreise auf der Projektion der Raumkurve, und ihre Radien erhilt man aus
dem Hohenunterschiede zwischen Mittelpunkt und zu konstruierender
Schichtlinie durch Multiplikation mit dem gegebenen Bdschungsverhiltnis
(Eig.71).

Fig. 71.

Von jedem Punkte der Raumkurve geht nach beiden Seiten eine Fallinie
der Boschungsfliache aus; die beiden zugehorigen Beriihrungsebenen (vgl.
§_65) schneiden sich in der zugehorigen Tangente der Raumkurve, und die
Projektion dieser Tangente halbiert den Winkel der Projektionen der beiden
Fallinien. Man beachte iibrigens, dall im allgemeinen ein die Projektion der
Raumkurve normal durchsetzendes Querprofil der Boschungsfliche nicht
ein Dreieck ergibt, sondern eine krummlinige Schnittfigur. Die Figur bringt
das zum Ausdruck.



Fig. 72.

§ 70. Boschungslinien auf einer Flache. Auf einer durch ihre
Schichtlinien gegebenen Geldndeflache lassen sich von jedem Punkte aus
zweil Kurven von konstantem Gefille (Boschungslinien, §_50) ziehen, wenn
nur das Gefille nicht grofer ist als das der Fallinien der Flache in den
Punkten der beiden Kurven. Um diese zu konstruieren, ermittle man
zuniachst aus dem gegebenen BoOschungsverhiltnis das Intervall der
Boschungslinie. Unter der Voraussetzung, da3 die Schichtlinien geniigend
nahe gezeichnet sind, zieht man mit dem Intervall als Radius um den
gegebenen Punkt als Mittelpunkt einen Kreis. Entweder schneidet dieser
eine der beiden nichstfolgenden Hauptschichtlinien in zwei Punkten, die
auch zusammenfallen konnen, oder er schneidet sie nicht; im letzteren Falle
ist das gegebene Gefille zu grof3, im ersteren sind reelle Boschungslinien
der vorgeschriebenen Boschung von dem gegebenen Flichenpunkte aus
moglich, und man erhilt weitere Punkte von ihnen, indem man dieselbe
Konstruktion von jedem der beiden Schnittpunkte aus fortsetzt. Wenn man
die erhaltenen Punkte in geeigneter Weise verbindet, bekommt man die
gesuchten Boschungslinien mit oder ohne Kehren (Fig, 72). Im allgemeinen
gehen von jedem Flachenpunkte zwei verschiedene Boschungslinien aus,
langs deren das Gefille einen gegebenen Wert hat.

Die auf einer Geldndefliche angelegten Wege, Eisenbahnlinien u. dgl.
verlaufen in der Regel auf lingere Strecken mit unverdnderlichem Gefille.
Die Konstruktion von Boschungslinien hat daher ein gewisses praktisches
Interesse. Wenn auch durch Aufschiittung und Abtrag des Gelidndes groBBere
Kriimmungen eines anzulegenden Weges vermieden werden, so wird seine
Fiihrung doch im allgemeinen durch eine Béschungslinie bestimmt. Dabei
wird besonders die im folgenden Paragraphen erdrterte Aufgabe benutzt.

Fig. 73.

§ 71. Aufgabe. Bei der Losung der Aufgabe, zwei gegebene Punkte einer
Flache durch eine Kurve von konstanter Steigung zu verbinden, hat man
sich eines geometrischen Naherungsverfahrens zu bedienen. Man
konstruiert zunédchst, von dem einen der gegebenen Punkte 4 (Fig._ 73)
ausgehend, eine solche Boschungslinie, die in der Ndhe des andern
gegebenen Punktes B die durch diesen gehende Schichtlinie schneidet. Die



Ausfiihrung der Konstruktion zeigt, ob das benutzte Intervall zu grof3 oder
zu klein ist, wonach man es zu verbessern hat. Mit dem verbesserten
Intervall wiederholt man dieselbe Konstruktion usw., und nédhert sich auf
diese Weise mehr und mehr dem passenden Werte des Intervalls.
ZweckmiBig ist es dabei, den Punkt B zwischen zwei der gezeichneten
Boschungslinien  einzuschlieBen; AB,, AB, ... seien solche

Naherungskurven, B,'B, und B,'B, ... seien die zugehdrigen Intervalle. Man
trage in den Punkten B, B,, B, usw. diese zugehorigen Intervalle normal zur

Schichtlinie, also ldngs der Fallinien auf und verbinde die erhaltenen
Endpunkte durch eine glatte Kurve (§_38); diese gestattet das gesuchte
Intervall zu entnehmen.

§ 72. Schnitt zweier Flichen. Das Verfahren, nach dem die Schnittlinie
einer Gelandefliche mit einer Ebene konstruiert wird, 146t sich genau
ebenso anwenden auf die Bestimmung der Schnittkurve zweier beliebiger
Flachen miteinander. Denn die Punkte dieser Schnittkurve gehdren beiden
Fldchen gemeinsam an, miissen also auf den gleichhohen Schichtlinien der
beiden Fliachen gelegen sein: man erhdlt sie als Schnittpunkte
gleichkotierter Schichtlinien.

Davon macht man sehr hdufig Gebrauch bei der Bestimmung der
Grenzlinie einer Boschungsflache mit der gegebenen Geldndeflache. Darauf
bezieht sich die Fig. 74, in der die Aufschiittung einer Halde oder eines
Dammes mit wagerechter Krone dargestellt ist. Die wagerechte
Verbindungslinie der beiden Punkte 4 und B (Hohe 20) kann etwa als
Fithrungslinie eines auf einem Gestidnge angelegten Schienengeleises fiir
Kippwagen aufgefalit werden, von dem aus die Halde aufgestiirzt wird.
Kennt man den Bdschungswinkel, unter dem das Fordergut der Halde sich
ablagert, so kann man nach §_65 ihre Schichtlinien als Parallelkurven der
Geleisfiihrung konstruieren. Die Schnittpunkte dieser Parallelkurven mit
den gleichkotierten Schichtlinien des Geldndes bestimmen alsdann nach
dem oben Gesagten die Schnittkurve der Halde mit dem Geldnde. — Die
damit geloste Aufgabe ist eine Erweiterung der in §_32 besprochenen.

Fig. 74.

§ 73. Durchdringungspunkte einer Raumkurve mit einer
Gelidndefliche. Man legt durch die gegebene Raumkurve eine beliebige



Flache, bestimmt deren Schnittkurve mit dem Geldnde, wie in §_72
angegeben, und konstruiert schliefflich die gemeinsamen Punkte dieser
Schnittkurve mit der gegebenen Raumkurve. Offenbar wird man die
Hilfsflache selber nur in der Ndhe der Durchdringungspunkte bendtigen.

Fig. 75.

Als Hilfsfliche nimmt man zweckmifBig die windschiefe
Planierungsfliche (§_51), weil thre Schnittkurve mit dem Gelidnde, die
Nullinie, am besten dariiber AufschluB3 gibt, welche Teile der Raumkurve
oberhalb des Geldndes und welche unterhalb gelegen sind (Fig, 75; die
Nullinie st ganz gestrichelt).

Die Bestimmung der DurchstoBpunkte einer Kurve mit dem Gelidnde ist
oft bei der Linienfilhrung einer Eisenbahnlinie oder dgl. in gebirgigem
Geldnde auszufiihren. Sie zeigt dann, an welchen Stellen die Bahnlinie in
den Erdkorper eindringt, welche Erdbewegungen, Tunnelanlagen u. dgl.
vorzunehmen sind.

Um zu bestimmen, ob ein Punkt des Geldndes von irgendeinem anderen
Punkte aus sichtbar 1ist, braucht man nur festzustellen, ob die
Verbindungsgerade das Gelidnde nicht trifft. Es geniigt dazu, diese Gerade
zu graduieren und nachzusehen, ob in der Projektion fiir jeden Punkt der
Geraden die Hohenzahl auch nicht kleiner ist als fiir denselben Punkt auf
dem Gelénde.



IV. AUFGABEN UND ANWENDUNGEN

§ 74. Zweck der Aufgaben. In den folgenden Paragraphen werden eine
Reihe von Aufgaben besprochen, die zu ihrer Losung der in den fritheren
Abschnitten entwickelten Konstruktionen bedirfen. Zumeist sind sie
praktischen Fragen entsprungen oder doch unmittelbar auf solche
anwendbar, die sich bei der Benutzung der Karte eines Gelidndes darbieten.
Der Kiirze wegen sind den gestellten Aufgaben nicht die Lésungen in
ausfiihrlicher Darstellung, sondern nur allgemeine Angaben iiber den
einzuschlagenden Weg beigegeben, die indessen in jedem Falle zur
Konstruktion ausreichen. Der Leser wird gut tun, die angedeutete Losung
wirklich zeichnerisch auszufiihren, und zwar diirfte es sich in der Regel
empfehlen, den Mal3stab mindestens doppelt so gro3 zu wéhlen, als thn die
Figuren angeben, die ja nur als Skizzen dienen sollen.

§ 75. Aufschiittung und Abtrag eines Eisenbahndammes zu
konstruieren, von dem die Fiihrungslinie, die Breite, das Gefille und die
Dammbdschungen gegeben sind. Die Dammkrone bildet einen Streifen der
zur gegebenen Fiihrungslinie gehorigen Planierungsfldche (vgl. § 51). Man
graduiert die Fiihrungslinie nach dem gegebenen Gefille — in der Figur ist
das Gefille in der Kurve geringer angenommen als auf der geraden
Strecke —, wodurch dann zugleich auch die beiden Begrenzungen der
Dammkrone mit graduiert sind. Jetzt zeichnet man nach §_69 beiderseits die
Boschungsflichen der Dammbegrenzungen, schlieBlich nach §_72 die
Schnittlinien mit dem Geldnde. In der Figur 76 sind die urspriinglichen,
aber durch den Damm verschiitteten oder durch den Abtrag
weggenommenen Schichtlinien des Geldndes punktiert gezeichnet; und die
ausgezogenen Schichtlinien stellen somit diejenigen des Gelidndes nach der
Anlage des Dammes dar.

Fig. 76.

§ 76. Die Ausstrichlinie einer Mulde mit dem Gelidnde zu bestimmen.
Die Mulde soll ellipsoidische Gestalt haben mit einer lotrechten



Hauptachse; ihre Abmessungen sind durch zwei lotrechte Hauptschnitte
gegeben (Eig. 77).
Fig. 77.

Die Schichtlinien der Mulde sind Ellipsen (Fig, 78), deren Hauptachsen
aus den beiden gegebenen Querprofilen zu entnehmen sind. Die Ellipsen
werden hier am einfachsten nach der bekannten Papierstreifenmethode
gefunden. Durch die Schnittpunkte dieser Ellipsen mit den gleichkotierten
Hohenlinien des Geldndes ist dann, wie in der vorigen Aufgabe, die
gesuchte Verschneidung bestimmt. Wenn es nur auf diese Verschneidung
ankommt, braucht man von den Ellipsen ersichtlich jedesmal nur die Punkte
in der Nidhe der gleichkotierten Schichtlinien zu bestimmen.

Fig. 78.

§ 77. Schnittkurve einer zylindrischen Fliche mit dem Gelinde.
Diese Aufgabe kommt in der Geologie vor, wenn es sich darum handelt, die
Ausstrichlinie einer gefalteten Schicht (Sattelfalte) zu ermitteln. Durch die
Beobachtung gefunden seien das Streichen und Einfallen der Schicht an
irgendeinem Punkte, d. h. Streichen und Fallen der Zylindergeraden; ferner
sel gegeben ein scheinbares Profil der Schicht, d. h. die Schnittkurve des
Zylinders mit einer beliebig gegebenen Ebene. In der Fig., 79 sei g eine
Zylindergerade, deren Graduierung aus dem beobachteten Streichen und
Fallen ermittelt sei. Der GefallemaBBstab der Ebene des aufgenommenen
Profils p sei (E), ebenfalls aus den beobachteten Daten konstruiert. Um die
gesuchte Schnittkurve zu zeichnen, bestimme man zundchst die
Hohenlinien des Zylinders. Zu dem Zwecke ziehe man durch die Punkte
des scheinbaren Profils p, das durch die Streichlinien seiner Ebene (FE)
gestuft ist, die erzeugenden Geraden des Zylinders, d. h. man ziehe
Parallelen zu g, und graduiere diese, von den Punkten des Profils p
ausgehend, mit dem gleichen Intervalle wie g. Die Verbindung der Punkte
gleicher Hohenzahlen dieser Geraden ergibt die erwédhnten Schichtlinien (in
der Figur gestrichelt); sie sind untereinander kongruent und gehen aus einer
von ihnen durch Parallelverschiebung lings der Richtung g hervor (vgl.
§_21). Sie schneiden die gleichkotierten Hohenlinien des Geldndes in
Punkten der gesuchten Grenzkurve.

Fig. 79.



Wenn man sich aus steifem Papier ein Muster der Schichtlinie des
Zylinders ausschneidet und darauf mindestens zwei Punkte bezeichnet,
durch die die entsprechenden Mantelgeraden gehen sollen, so kann man
sich damit die Konstruktion der Grenzkurve sehr erleichtern. Denn durch
Parallelverschiebung des Musters ldngs zweier gestufter Mantelgeraden
kann man die Schnittpunkte der Geldndeschichtlinien mit den
gleichkotierten des Zylinders unmittelbar finden, ohne erst diese zeichnen
Zu mussen.

§ 78. Um eine gegebene Gelindefliiche einen Zylinder mit
wagerechten Mantelgeraden zu umschreiben. Die Richtung g der
wagerechten Mantelgeraden des Zylinders sei gegeben. Man hat dann nur
an die Schichtlinien der Geldndefliche Tangenten zu legen, die der
gegebenen Richtung parallel sind. Der geometrische Ort der
Beriihrungspunkte ist die Beriihrungskurve der Fliche und des Zylinders.
Sie ist der Umriff der Fliache, wenn diese in der gegebenen Richtung aus
sehr weiter Ferne betrachtet wird (Fig, 80 gestrichelt).

Fig. 80. Fig. 81.

§ 79. Durch eine gegebene wagerechte Gerade die Berithrungsebenen
an eine Gelindefliche zu legen. Die gesuchten Beriihrungsebenen
stimmen mit denen {iberein, die sich durch dieselbe Gerade g an den der
Fliche umschriebenen Zylinder legen lassen, dessen Mantelgeraden
ebenfalls wagerecht und zu g parallel sind. Man konstruiere also diesen
Zylinder, wie in §_78 angegeben. Man lege weiter senkrecht zu den
Mantelgeraden ein Querprofil (§_54). Es wird auch die gegebene Gerade g
in einem bestimmten Punkte schneiden. Die Tangenten von diesem Punkte
an das Querprofil sind die Durchschnittsgeraden der gesuchten
Beriihrungsebenen mit der Querschnittsebene. Daraus sind die
Beriihrungspunkte und die GefdllemaBstibe der Beriihrungsebenen leicht zu
entnehmen (Fig. 80 u. 81).

§ 80. Umschriebener Zylinder mit beliebig gegebener Richtung der
Mantelgeraden. Die gegebene Richtung sei durch eine gestufte Gerade g
dargestellt. Man legt parallel zu ihr eine geniigende Anzahl Vertikalschnitte
durch die gegebene Geldndeflache, zeichnet die zugehorigen Profile (§_54)



und legt an sie Tangenten in Richtung der gegebenen Geraden. Die
Beriihrungspunkte B iibertrdgt man aus der Profilzeichnung wieder in die
Karte der Flache und erhilt so darin diejenige Kurve b, moglicherweise
mehrere, ldngs denen der oder die Zylinder die Fliche beriihren (Fig. 82
und 83). In der Figur sind vier zu g parallele Querprofile gezeichnet, die mit
1 bis 4 angemerkt sind; der Deutlichkeit wegen ist 3 um 30 und 4 um 10
Hoheneinheiten niedriger gelegt, als der Wirklichkeit entspricht. An jedes
Profil lassen sich hier zwei zu g parallele Tangenten legen, es kommen also
je zwei Beriihrungspunkte B, zwei Berlihrungskurven 5 und daher auch
zwel Zylinder zum Vorschein, von denen der eine von unten, der andere von
oben der Fliche umschrieben ist.

Ubertriigt man zu den Beriihrungspunkten B auch ihre Hohenzahlen aus
der Profilzeichnung, so 146t sich sehr leicht fiir jeden Zylinder die Schar der
Schichtlinien konstruieren. Da jede Schar aus kongruenten Kurven besteht,
die auseinander durch Parallelverschiebung ldngs der Richtung g
hervorgehen, so geniigt es, je eine der Schichtlinien zu zeichnen. Man hat
zu dem Zweck durch die Punkte B die zu g parallelen Erzeugenden zu
zichen und sie, von B ausgehend mit demselben Intervall wie g zu
graduieren. Die Verbindungslinien der Punkte gleicher Hohenzahlen
ergeben die gesuchten Schichtlinien s; in der Figur ist fiir den einen
Zylinder die Schichtlinie s = 110, fiir den anderen die Schichtlinie s = 50
gezeichnet worden.

Fig. 82.

§ 81. Beriihrungsebene. Man kann die eben ausgefithrte Konstruktion
des umgeschriebenen Zylinders benutzen, um an eine gegebene
Gelandeflache eine Beriihrungsebene zu legen, die durch eine gegebene
Gerade geht. — Ist g die gegebene Gerade, so konstruiert man zunichst, wie
eben gezeigt, den umschriebenen Zylinder, dessen Mantelgeraden die
Richtung g haben. Eine Schichtlinie s dieses Zylinders geniigt zur
Konstruktion der gesuchten Beriihrungsebene. Denn zieht man von dem
Punkte der gegebenen Geraden g, der genau die Hohe s hat, an die
Schichtlinie s die Tangente (in der Figur 82: s = 110 und s = 50,
Berithrungspunkte 7), so ist diese eine Streichlinie der durch g gehenden
Beriihrungsebene des Zylinders. Diese Beriihrungsebene beriihrt aber auch
die gegebene Geldndeflidche, und man findet ihren Beriihrungspunkt B als



Schnittpunkt der Mantelgeraden 7B" mit der Berithrungskurve b. In der
Figur sind zwei solche Beriihrungspunkte (B” und W) und demnach zwei
verschiedene Beriihrungsebenen vorhanden; ihre GefillemaBstibe (in der
Figur angegeben) sind leicht zu zeichnen.

§ 82. Andere Konstruktion des umschriebenen Zylinders und der
Beriihrungsebene. Die eben auseinandergesetzte Konstruktion der
Beriihrungsebene ist wegen der zahlreichen Querschnitte, die zu zeichnen
sind, wenig bequem und auch wenig genau; doch ist sie, etwa zur Priifung
des folgenden Verfahrens, dann gut brauchbar, wenn man die ungeféhre
Lage der Beriihrungspunkte kennt und daher mit wenigen Vertikalschnitten
auskommt.

Fig. 83.

Der zweite Weg zur Losung der Aufgabe, an eine Gelidndefldche eine
Beriihrungsebene zu legen, die durch eine gegebene Gerade geht, ist zwar
etwas weniger leicht verstdndlich, aber zeichnerisch einfacher und meist
auch genauer als der obige. — Wenn man von den Punkten der gegebenen
Geraden g an die gleichkotierten Schichtlinien der Fliche Tangenten legt,
so stellen diese die Schichtlinien einer geradlinigen Fliche dar, die durch
die Gerade g geht und die Geldndefldche beriihrt. Die Beriihrungskurve (44
in der Fig, 82) ist als Ort der Beriihrungspunkte leicht zu zeichnen. Auf ihr
mul} auch der Beriihrungspunkt der gesuchten Tangentialebene liegen; und
da diese durch g geht, ist sie auch berithrende Ebene der geradlinigen
Hilfsflache und hat mit ihr die durch den Beriihrungspunkt gehende Gerade
g gemeinsam, die, da sie horizontal verlduft, zugleich eine ihrer
Schichtlinien ist. Demnach ist die Aufgabe gelost, wenn die durch g
gehenden Beriihrungsebenen der Hilfsfliche gefunden sind.

Man betrachte nun alle durch g gehenden Ebenen, das Ebenenbiischel mit
der Achse g; jede von ihnen ist bestimmt durch den Winkel, den sie mit
einer festen ebenfalls durch g gehenden Ebene bildet, etwa derjenigen (F),
auf der g eine Fallinie ist. Jede der Ebenen ist daher auch bestimmt durch
den Winkel a, den ihre Streichlinien mit denen der genannten festen Ebene
(F) bilden, d. h. mit der zu g senkrechten Richtung.

Zu diesen Ebenen gehoren auch alle solche, deren Streichlinien zugleich
der geradlinigen Hilfsfliche angehoren, also auch die gesuchten



Beriihrungsebenen. Man fasse eine solche Ebene ins Auge und verfolge den
Verlauf der geradlinigen Hilfsflache in der Nidhe der Geraden g, die sie mit
der Ebene gemeinsam hat. Dann sind drei Moglichkeiten vorhanden:
entweder beriihrt die Ebene die Fliche von unten, dann liegen die zu g
benachbarten Geraden der Fliache samtlich oberhalb der Ebene; oder die
Ebene beriihrt die Fliche von oben, dann verlaufen die zu g benachbarten
Geraden der Flache samtlich unterhalb der Ebene; oder drittens die Ebene
durchsetzt beriihrend die Fliche in der Geraden g, was eintritt, wenn die
Fliche hier sattelformig verlduft. Im erstgenannten Falle ist der oben
erwahnte Winkel a fiir die Berithrungsebene kleiner als fiir benachbarte
durch g gehende Ebenen; im zweiten Falle ist er grof3er. In diesen beiden
Féllen wird man demnach zur Konstruktion der Beriihrungsebenen die
Veranderungen des Winkels a zu verfolgen haben, den die von Punkten der
Geraden g an die gleichkotierten Schichtlinien der Flache gezogenen
Beriihrenden mit der auf g senkrechten Richtung einschlieBen, und darunter
diejenigen Winkel auszusuchen haben, die groBer oder kleiner als die
benachbarten sind, d. h. die ein Maximum oder Minimum bilden. Das
Aussuchen dieser grofften und kleinsten Werte des Winkels a nach dem
AugenmalB erfordert ziemliche Ubung, wenn die danach ausgefiihrte
Konstruktion einigermallen genau sein soll. Man lege dann ein
Zeichendreieck gegen g unter dem Winkel o an, den man als grof3ten oder
kleinsten geschétzt hat, und priife durch Parallelverschieben des Dreiecks
langs eines zweiten die Richtigkeit der Schitzung.

§ 83. Gebrauch einer Hilfskurve. Durch die folgende Uberlegung und
das Zeichnen einer Hilfskurve kommt man genauer zum Ziel (Fig. 82). Statt
den Verlauf des Winkels a selber kann man ndamlich auch den Verlauf einer
stetigen Funktion von a, etwa tg a verfolgen, z. B. indem man eine zu tg o
proportionale Strecke jedesmal als Ordinate zur Hohenzahl als Abszisse
auftragt, die die zugehorige Streichlinie hat. Zu dem Zweck ziehe man in
einem beliebigen nicht zu kleinen Abstand zu g eine Parallele g’; das
rechtwinklige Dreieck k4C, das bestimmt wird durch den auf g gelegenen
Punkt der Hohe k& und die durch ihn gehenden Streichlinien Ck der
Hilfsflache und 4k (senkrecht auf g) der Ebene (£), ergibt

CA=kA - tga,



und da fiir alle so entstehenden Dreiecke die entsprechenden Stiicke kA4
konstante Léangen haben, so sind die CA entsprechenden Stiicke
proportional zu tg o. Man tragt die Stiicke CA4 von A aus auf k4 ab (C,4 =

CA) und erhélt so eine Kurve (1), die den Verlauf von tg a wiedergibt. Die
Maxima, Minima dieser Kurve und, fiir den erwihnten dritten Fall einer
sattelformigen Berithrung, die Wendepunkte mit einer zu g parallelen
Tangente geben diejenigen Werte von k4 - tg o, zu denen eine einer
Beriihrungsebene zukommende Streichlinie der Hilfsfliche gehort. Um sie
zu zeichnen, hat man nur durch einen solchen Punkt M, der Kurve eine

Senkrechte k, M,D zu g, g’ zu ziehen, DE = DM, zu machen, dann ist k £

die gesuchte Streichlinie; sie schneidet die Berithrungskurve AZ 1m
Berithrungspunkte B der gesuchten Beriihrungsebene, deren Gefallemal3stab
danach leicht herzustellen ist. Dieselbe Konstruktion ist bei dem
Wendepunkt W, ausgefiihrt: man zieht k£, W,G senkrecht zu g, g', macht GH

= GW, und zieht k H, die Streichlinie der gesuchten beriihrenden Ebene,

wodurch zugleich deren Beriihrungspunkt W als Schnitt mit der Kurve Ak
erhalten wird. Die Genauigkeit der Konstruktion kann noch leicht
verbessert werden, wenn man die symmetrische Kurve (2) zeichnet; man
macht C,4 = CA usw.

Ubrigens ist noch eine dritte Kontrolle fiir die gesuchten
Beriihrungspunkte dadurch gegeben, daB3 die Berlihrungskurve hh der
Hilfsflache und die Berlihrungskurven b der umschriebenen Zylinder (§_80)
sich in den gesuchten Punkten B” und W schneiden miissen.

§ 84. Schattengrenze. Wenn die als parallel anzunehmenden
Sonnenstrahlen ein hiigeliges Gelande in einer gegebenen Richtung
bescheinen, so liegt ein Teil des Geldndes im Schatten. Die Grenze dieses
Schattens ist die Schnittkurve der Geldndefliche mit dem Zylinder, der ihr
in der Richtung der Strahlen von oben umschrieben werden kann. Nachdem
man diesen Zylinder nach §_80 oder 82 bestimmt hat, wozu eine
Schichtlinie und zwei gestufte Mantelgeraden geniigen, findet man die
gesuchte Schnittkurve mit dem Geldnde nach §_77, am einfachsten nach
dem Verfahren des verschiebbaren Musters. Der Leser fiihre die
Konstruktion an der Fig, 82 aus: mindestens zwei der Mantelgeraden 1 bis 4
sind zu stufen, indem von der Schichtlinie s = 110 des oberen Zylinders das
Intervall von g wiederholt abgetragen wird; von der genannten Schichtlinie



ist auf steifem Papier ein Muster zu verfertigen, dieses von Stufe zu Stufe
der Mantelgeraden zu verschieben, die Schnittpunkte mit den
gleichkotierten Schichtlinien des Geldandes sind aufzusuchen und diese
Punkte durch eine glatte Kurve zu verbinden. Die Schattengrenze wird hier
im unteren Teile der Fig, 82 gelegen sein.

§ 85. Von einem gegebenen Punkte an eine Gelandefliche den
Beriihrungskegel zu zeichnen. Scheinbarer Umrifl, Horizont. Eine
Losung dieser Aufgabe liegt auf der Hand: man fiihrt durch den im Raume
gegebenen Punkt A’ geniligend viele Vertikalschnitte, zeichnet die
zugehorigen Profile der Flache und legt an diese von A’ aus Tangenten; die
Beriihrungspunkte, in die Karte iibertragen, ergeben die gesuchte
Beriihrungskurve. Zweckmiflig nimmt man die Profile, die in der Karte
durch die Tangenten von A, der Projektion von 4’, an die Schichtlinien der
Flache bestimmt sind, weil man an ihnen am leichtesten verfolgen kann,
wie weit es notig ist, die Profile wirklich zu zeichnen. Aber dieses
Verfahren ist aus denselben Griinden, wie sie oben beim umschriebenen
Zylinder (§_82) angegeben wurden, praktisch wenig bequem und von
geringer Genauigkeit. Folgender Weg ist bequemer, oft auch genauer. Er
beruht auf einer Uberlegung, die eine Erweiterung der in §_82 angegebenen
darstellt.

Fig. 84.

Es sei A’ (Hohe 45) der gegebene Punkt des Raumes, A4 seine Projektion
und AC eine gegebene Richtung in der Karte. Man kann die Aufgabe, von
A" aus eine Tangente mit der Projektion AC an die gegebene Geldandeflache
zu legen, in der liblichen Weise durch Zeichnung des Profils in der Richtung
AC 16sen.2 Man denke sich nun in der Karte durch 4 eine beliebige Gerade
g gelegt und ihre Punkte mit den gleichkotierten des Profils geradlinig
verbunden. Diese Geraden sind die Schichtlinien einer geradlinigen Fléche,
und jede von ihnen kann als Streichlinie einer durch g hindurchgehenden
Ebene aufgefallit werden. Wie in §_82 wird jede dieser Ebenen bestimmt
durch den Winkel a, den ihre Streichlinien mit denen der Ebene bilden, auf
der g eine Fallinie ist. Diejenigen der genannten Ebenen, die durch die
Tangenten hindurchgehen, die man von A’ aus in der Profilebene 4’AC an
die Flache legen kann, liegen im allgemeinen hoher oder tiefer als die
benachbarten unter ihnen; der Winkel a ist also fiir sie groBer oder kleiner



als fiir die benachbarten. Man kann also jene Ebenen und damit die
Berithrungspunkte B der Tangenten finden, indem man fiir o die grofBten
oder kleinsten Werte aufsucht, wozu man sich des in §_83 angegebenen
Verfahrens der Hilfskurve bedienen kann (Fig, 84).

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2 Beim Umklappen des Profils in die Zeichenebene moge 4’ in den durch den
kleinen Kreis und die beigeschriebene Kote 45 bezeichneten Punkt iibergehen.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Will man nun von 4’ aus den Beriihrungskegel an die gegebene Fliache
legen, so wird man durch A4 eine Schar von Geraden AC ziehen und nach
dem eben beschriebenen Verfahren die Beriihrungspunkte B der von A aus
zu ziehenden Tangenten bestimmen. Dabei kann man sich bestindig
derselben Hilfsgeraden g bedienen. Einschaltung von Schichtlinien in der
Nihe von B erhoht die sonst nicht grofle Zeichengenauigkeit.

§ 86. Beispiel. Die eben besprochene Aufgabe der Konstruktion des
Beriihrungskegels einer Geldndefldche findet ihre praktische Anwendung in
der fiir militdrische Zwecke wichtigen Frage nach dem Horizont, der von
einem bestimmten Punkte aus sichtbar ist. Die Fig, 85 gibt dafiir ein
Beispiel. Bei 4 (Hohe 85) ist ein 20 Meter hoher Standplatz, Aussichtsturm
oder dgl. errichtet; in der Karte ist der vor und nach Errichtung des Turmes
von A aus sichtbare Horizont eingezeichnet. Die von der Turmspitze aus
nicht sichtbaren Geldndeteile sind durch Schraffur hervorgehoben.

Fig. 85 a.
Fig. 85.

Selbstverstandlich stimmen die Ergebnisse dieser Konstruktion mit der
Wirklichkeit nur dann angendhert iiberein, wenn der gefundene
Gesichtskreis geniigend klein ist; andernfalls spielt natiirlich die Kriimmung
der Erdoberfliche, die dann nicht mehr vernachlédssigt werden darf, eine
gewisse Rolle.

§ 87. Ansicht des Gelindes. Aus einer gegebenen Karte die Ansicht des
Geldandes zu konstruieren. Unter Ansicht wird die Projektion auf eine
vertikale Bildfliche verstanden. — Bei einer Ansicht aus sehr weiter Ferne
wird es sich um eine Parallelprojektion handeln, wihrend bei gegebenem
Aussichtspunkt eine Zentralprojektion in Frage kommt, deren Zentrum eben
dieser Punkt ist.



Fig. 86.

a) Parallelprojektion. Es geniigt, die Richtung der projizierenden
Strahlen zur Bildebene senkrecht anzunehmen, da die schiefe
Parallelprojektion in &hnlicher Weise auszufithren ist. Man zeichnet
(Fig. 86) den Grundril der Bildebene als Gerade xx in den Plan und
projiziert zunédchst geniigend viele Punkte des Planes auf sie, besonders den
Umri3 (§_78; man zeichne an die Schichtlinien Tangenten, die auf xx
senkrecht stehen) und einzelne hervortretende Stellen des Geldndes. Auf die
anzufertigende Ansicht (Aufrif) {bertragt man sodann jeden der
projizierten Punkte mittels einer Senkrechten auf xx, deren Linge gleich der
zugehorigen Kote ist. Die Hohenlinien wiirden in wagerechte Geraden des
Bildes iibergehen.

In der Fig. 86 ist noch der Verlauf eines Weges, die Lage eines
umfriedigten Platzes und eines hohen Gebdudes angegeben. Das letztere,
dessen Dachspitze 30 m iiber dem Boden angenommen ist, ragt nur mit
einem Teile tiber dem Horizont hervor.

§ 88. b) Zentralprojektion. Man zeichnet (Fig. 85) wieder den Grundrif}
der Bildebene als Gerade xx in den Plan, und projiziert vom
Projektionszentrum 4 (Hohe 85 + 20 = 105) aus geniigend viele Punkte auf
sie; dazu hat man die Verbindungsgeraden von 4 mit jedem der zu
projizierenden Punkte P zu graduieren und dadurch die Hohenzahlen der
Schnittpunkte P’ mit der Bildebene zu bestimmen. Nach §_3 kann man das
zeichnerisch ausfithren, wie auch in der Figur angedeutet ist. Man zieht im
Grundri3 AP bis zum Schnittpunkte X mit der Geraden xx, errichtet
senkrecht zu AP in 4 die zu 4, in P die zu P gehorige Hohe und verbindet
thre Endpunkte. Diese Verbindungsgerade schneidet das auf AP in X
errichtete Lot in P", und es ist XP" gleich der Hohe des Bildpunktes P’ iiber
xx. Man kann aber auch rechnerisch verfahren; im vorliegenden Falle ist
dies besonders mit dem Rechenschieber sehr bequem, wenn man gleich mit
den Hohendifferenzen gegen 4 rechnet und die Ergebnisse von der Geraden
yy an auftrigt, die im Bilde der Hohe von A4 entspricht.

Besonders ist auch der von A4 aus sichtbare Horizont zu zeichnen, wie in
§_86 angegeben. Die Fig, 85 a stellt ein Bild der zu §_86 gehorigen Fig, 85
dar, oder genauer gesagt, eine Ansicht des Geldndes von der Spitze (Hohe
105) des in A4 errichteten Turmes, und zwar innerhalb des durch die



Bildgrenzen bestimmten Ausschnittes. Die gestrichelte Kurve des Bildes
zeigt den vor Errichtung des Turmes von der Stelle 4 (Hohe 85) aus
sichtbaren Horizont; er verdeckt den ganzen Hintergrund des Geldndes und
148t deutlich erkennen, welche Wirkung es hat, wenn der Standplatz bei A4
um 20 m erhoht wird. In der Figur sind ferner der Verlauf eines Weges und
die Ansicht zweier im Grundri3 gleich groBer umfriedigter Plétze
angegeben. Dies 146t die bekannte Tatsache erkennen, daf3 die in der Ndhe
von A gelegenen Gegenstande grofler erscheinen als die entfernteren; aber
man sieht auch, dal} die Zeichengenauigkeit um so geringer ist, je weiter der
abzubildende Gegenstand von der Bildebene entfernt ist. Ubrigens ist daran
zu erinnern, dafl den Geraden des Grundrisses im allgemeinen keineswegs
gerade Linien im Bilde entsprechen; z. B. sind die Umzédunungen der Plétze
nicht geradlinig, weil diese auf gekriimmten Flachen gelegen sind.



V. MASZBESTIMMUNGEN UND
BEZIEHUNGEN ZUR ZEICHNERISCHEN
ANALYSIS

Die nichsten Paragraphen sollen kurz zeigen, in welcher Weise man
MaBbestimmungen der Léangen, Flichen- und Rauminhalte an einer
Gelandeflache auszufithren hat.

Fig. 87.

§ 89. Langenmessung. Um die Linge eines ebenen Kurvenbogens zu
bestimmen, ersetzt man ihn durch einen aus geniigend kleinen geradlinigen
Stiicken bestehenden Polygonzug, dessen Teile, ldngs einer Geraden
aneinandergesetzt, die gesuchte Linge angendhert ergeben (Rektifikation).
Man kann den Kurvenbogen auf die Gerade durch Abgreifen mit einer
geniigend kleinen Zirkeloffnung tiibertragen. Dabei hat man jedoch zu
beachten, dal} sich zwar, je kleiner die Zirkeloffnung, um so mehr der kleine
Bogen der zugehorigen Sehne anschmiegt, aber sich auch um so mehr die
durch vielmaliges Aneinandersetzen des Zirkels entstehenden Fehler
hiufen. Das Ubertragen auf die Gerade kann man vermeiden, wenn man
den Zirkel selbst zur Summierung der Sehnen benutzt. Ist (Fig, 87) ABCD...
U der zu messende Bogen, so setzt man zuerst den Zirkel in 4 und B ein,
liiftet ihn bei 4 und dreht ihn um B in die Lage BA’, die Kurventangente in
B; dann liiftet man 1hn bei B und 6ffnet ihn bis C, liiftet ihn be1 4’ und dreht
thn um C in die Lage CA", die Tangente in C, usw. Die Punkte 4, A', 4", ...
A’ liegen angenihert auf einer Evolvente der gegebenen Kurve (§_42), und
es 1st der gesuchte Bogen

AU=AU.
Besser ist ein kleines gekordetes Meflridchen (Kurvimeter), mit dem man,
die Radebene senkrecht zur Papierebene haltend, den Kurvenbogen abféhrt,
wobei die ganzen Umdrehungen durch ein Zahlwerk angegeben werden.

Man priift das Kurvimeter durch Ausmessen einer geradlinigen oder
kreisformigen Strecke bekannter Linge. — Die Lange eines Kurvenbogens



auf einer Gelandeflache bestimmt man, indem man das Léangenprofil der
Kurve konstruiert (§_47) und dieses rektifiziert.

Aufgabe. Ein Flugzeug hat einen in die Karte des liberflogenen Geliandes
eingetragenen Weg zuriickgelegt, wobei zugleich die erreichten Hohen an
geniigend vielen Stellen vermerkt sind. Es soll die wirkliche Lange des
Luftweges ermittelt werden.

Man hat dazu nur nétig, das Langenprofil der Raumkurve entsprechend
dem gezeichneten Wege und den darin vermerkten Hohenangaben zu
zeichnen, wie in §_47 angegeben, und die Bogenldnge dieses Profils nach
dem soeben Auseinandergesetzten zu ermitteln.

§ 90. Flichenmessung. Zur praktischen Ausmessung eines ebenen
willklirlich  begrenzten Flachenstiickes hat man sich gewisser
Anndherungsmethoden zu bedienen, deren Berechtigung in der
Integralrechnung streng bewiesen wird, oder man benutzt ein Planimeter.

a) Quadratteilung. Fast fiir alle hier in Frage kommenden Zwecke
ausreichend ist es, ein Blatt Millimeterpauspapier iiber das Flachenstiick zu
decken. Man zihlt die eingeschlossenen Quadratmillimeter ab und nimmt
von den durch die Begrenzungslinie durchschnittenen entweder die Halfte
zu oder schétzt ihre Anteile ab. Das ergibt angenédhert den Flacheninhalt in
Quadratmillimetern; um ihn in den Flicheneinheiten des Malstabes der
Karte zu erhalten, hat man zu ermitteln, wie viele Quadratmillimeter auf
eine Flacheneinheit der Karte gehen. Fiir den héufigeren Gebrauch im
selben Maf3stab zeichnet man ein dazu gehoriges geniigend engmaschiges
Quadratnetz auf Pauspapier oder ritzt es mit der Zirkelspitze auf eine diinne
Zelluloidplatte, wie sie etwa zu photographischen Films verwendet wird
und also leicht zu beschaffen ist. Man legt die geritzte Seite auf die Karte.

§ 91. b) Einteilung in Streifen gleicher Breite. Statt der
Quadrateinteilung kann man auch eine Anzahl paralleler Geraden in
gleichem geniigend kleinen Abstande 6 auf Pauspapier oder einen Film
zeichnen; zwischen je zwei Geraden fiigt man noch die Mittellinien (in der
Fig. 88 gestrichelt) ein. Abgesehen von den Kappenstiicken, die nicht mehr
die Breite d haben (geschrafft), kann man den zwischen zwei Geraden a und
b enthaltenen Fliachenteil nach der Simpsonschen Regel (Th. Simpson 1743,
Joh. Kepler hat schon 1615 dieselbe Regel zur Raumberechnung benutzt —



Keplersche Fallregel) bestimmen. Man nimmt das Mittel der Anfangs- und
Endsehne, Y2(a + b), sodann die Summe aller ausgeschnittenen Sehnen, ) s,
endlich noch die doppelte Summe der Mittellinien aller Streifen, 2) m; die
Gesamtsumme dieser drei Werte, mit Y0 multipliziert, liefert den
Flacheninhalt meist mit groBer Genauigkeit:

F=Y53(E22 + s + 25 m).

Die beiden Summen )s und Ym kann man durch einen angelegten
Papierstreifen messen, auf dem man die einzelnen Sehnen durch
Aneinanderfiigen schon beim Anlegen summiert, oder auch mit dem
Streckenrddchen des Kurvimeters, oder auch mit der Millimeterteilung des
Rechenschiebers, nachdem man an dem Glasldufer einen kleinen iiber der
Millimeterteilung schleifenden Papierzeiger befestigt hat.

Fig. 88.

Die abgeschnittenen Kappen konnen oft mit genligender Anndherung als
Parabelabschnitte aufgefal3t und alsdann nach der Lambertschen Regel zu
7sa0. und %3bP berechnet werden, wobei a und P ihre Breiten bedeuten (Joh.
Heinr. Lambert 1727-1777).

§ 92. ¢) Andere Streifeneinteilung. Statt dal man das Fliachenstiick in
gleich breite Streifen zerlegt, kann man oft einfacher und nicht minder
genau als nach der Simpsonschen Regel nach folgendem von C. Runge
angegebenen zeichnerischen Ausgleichungsverfahren vorgehen. Man ersetzt
das Stiick der Begrenzungslinie zwischen den beiden Geraden des Streifens
durch eine senkrecht zu ihnen verlaufende gerade Strecke der Art, daf3 die
in der Fig._ 89 mit Schraffen versehenen dreieckigen Zipfel einander
flichengleich werden. Wenn es sich um geniigend kleine Dreiecke handelt,
kann die Abgleichung nach dem Augenmal} sehr genau ausgefiihrt werden,
und wenn vollends die Figur auf Millimeterpapier gezeichnet ist, hat man
durch Auszdhlung und Abschitzung der wenigen in den Zipfeln
befindlichen Quadratmillimeter eine gute Priifung. Man verwandelt auf
diese sehr empfehlenswerte Art das krummlinig begrenzte Fliachenstiick in
eine Summe von Rechtecken, deren Breite man oft, wenn die Kurve
weniger gekrimmt verlduft, ziemlich gro3 annehmen kann. Danach laft
sich der Inhalt leicht berechnen:

F=>0y.



Fig. 89. Fig. 90.

§ 93. d) Planimeter. Am schnellsten und auch wohl am genauesten
bedient man sich zur Flichenmessung eines Planimeters, wie es in seiner
einfachsten Form des Polarplanimeters in Fig, 90 angedeutet ist. PD ist
eine um den Nadelspitzpol P drehbare Stange beliebiger Lange, so daB3 also
D einen Kreis beschreibt; DF ist eine in D drehbare Stange der Léange /,
deren Fahrstift /7 die Berandung des auszumessenden Flichenstiickes
einmal umfahrt; R ist ein auf der Zeichenebene rollendes, nicht gleitendes
Rad vom Radius 7, dessen Winkeldrehung o an einer Teilung abgelesen
werden kann. Man zeigt mit Hilfe der Integralrechnung, dal3, wenn der Pol
P auBlerhalb der zu umfahrenden Flache liegt, der gesuchte Flacheninhalt
gleich / - or ist; meist gibt die Teilung der MeBrolle dieses Produkt
unmittelbar an.

§ 94. Geneigte Fliche. Wenn die Ebene der auszumessenden ebenen
Flache unter dem Winkel a gegen die Horizontalebene der Karte geneigt ist,
so ergibt sich der wahre Flacheninhalt aus dem seiner Projektion, indem
man diese durch cos a dividiert. Das siecht man sogleich ein, wenn man sich
die Flache und ihre Projektion durch Ebenen, die auf der Schnittgeraden der
Fliche und der Projektionsebene senkrecht stehen, in geniigend schmale
Streifen der Breite 8 zerlegt denkt. Die mittleren Lingen des Streifens und
seiner Projektion verhalten sich wie 1 : cos a, daher, da die Breite dieselbe
ist, auch ihre Flacheninhalte, daher auch die Fldchen selbst.

Diese Bemerkung kann man bisweilen benutzen, um praktisch von einem
begrenzten Teile einer Gelidndefliche den Fldcheninhalt zu bestimmen,
namlich dann, wenn sie sich in Bezirke teilen 14Bt, innerhalb deren die
Horizontalneigung geniigend konstant ist, was sich librigens sehr leicht am
Verlauf der Fallinien erkennen 148t.

Fig. 91.

§ 95. Fliicheninhalt einer Boschungsfliche. Wie in §_65 gezeigt, ist jede
Boschungsfliche auf eine Ebene abwickelbar, und zwar so, dall nach und
nach jede ihrer geradlinigen Fallinien in die Ebene zu liegen kommt. Da bei
der Abwickelung auBBer den Langen die Winkel zwischen den Kurven der
Boschungsflache sich nicht dndern, so gehen die Schichtlinien in Kurven



tiber, die auf den geradlinigen Fallinien auch nach der Abwickelung
senkrecht stehen. Man betrachte nun einen von zwei beliebigen
Schichtlinien und zwei geradlinigen Fallinien begrenzten Streifen einer
Boschungsfliche. Sein Flicheninhalt bleibt bei der Abwickelung in die
Zeichenebene, wodurch die Figur ACDB (Fig. 91) entstehen moge,
ebenfalls ungedndert. Es seien MP, NQ die Abwickelungen zweier naher
Fallinien von der Linge /; sie schneiden das Flachenstiick MPON aus, das
um so mehr als Trapez betrachtet werden kann, je niaher MP und NQ
aneinander liegen. Ist RS die Mittellinie des Trapezes, m ithre Linge, so ist
seine Fliache gleich / - m; demnach der Flacheninhalt des ganzen Stiickes
ABCD gleich [ - Ym, wo Ym nichts anderes als die Bogenldnge der
mittleren Schichtlinie EF ist. Man findet daher den Flacheninhalt einer von
zwel Schichtlinien und zwei Fallinien der wahren Linge / begrenzten
Boschungsfliche, indem man / mit der Bogenlinge der mittleren
Schichtlinie multipliziert.

Die Ausfithrung kann unmittelbar an der Karte der Boschungsflache
vorgenommen werden, da ja bei jeder Fliache die Schichtlinien mit ihren
Projektionen kongruent sind. Ubrigens braucht man die erwihnte mittlere
Schichtlinie nicht erst zu konstruieren, sondern nimmt einfacher und
genauer aus den Bogenldngen der begrenzenden Schichtlinien das
arithmetische Mittel. Sind A die aus der Karte zu entnehmende konstante
Horizontalentfernung der beiden Schichtlinien, &, und &, ithre Hohenzahlen,

so ist [ = VA2 + (k;—_k;)_z, also als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten A und (k, — k,), diese in Einheiten des Hohenmalstabes
gemessen, leicht zu zeichnen.

Da man nach §_66 eine Gelidndefliche, die durch geniigend viele
Schichtlinien gegeben ist, gleich der erachten kann, die aus schmalen
Streifen von Boschungsflichen zusammengesetzt ist, so 146t sich das eben
auseinandergesetzte Verfahren auch benutzen, um angendhert die Inhalte
beliebiger gekrimmter Flachensticke zu bestimmen. Eine grof3e
Genauigkeit wird man freilich nicht zu erwarten haben.

§ 96. Rauminhalt eines begrenzten Geliindeteiles. Es ist eine wichtige
Aufgabe der technischen Praxis, den Rauminhalt von Erdmassen zu
bestimmen. Wenn die Begrenzung ganz willkiirlich ist, mufl man sich wie
beim Fldcheninhalt gewisser Anndherungsmethoden bedienen, deren



Berechtigung und Genauigkeit in der Integralrechnung gezeigt wird. Man
denkt sich den auszumessenden Korper in eine Anzahl so diinner Schichten
zerlegt, daf3 sie ohne merklichen Fehler als zylindrische Scheiben betrachtet
werden konnen, deren Inhalt gleich dem Produkt aus ihrer Dicke 6 und
threm Querschnitt g ist. Haben alle Schichten des Korpers die gleiche Dicke
d, so ist das Volumen des Korpers v = 6 - Yg, wo > g die Summe aller
Querschnitte bedeutet. Die gewohnliche Zerlegung ist die in wagerechte
Schichten. Die Querschnitte werden also durch die Schichtlinien der Flache
begrenzt. Man kann jeden Querschnitt nach irgendeinem der in §§_90 bis 93
angegebenen Verfahren bestimmen. Aber auch v selber kann man nach
denselben Verfahren ermitteln. Denn tragt man die gemessenen Werte der
Querschnitte als Ordinaten zu den zugehorigen Hohenzahlen als Abszissen
auf und verbindet ihre Endpunkte durch eine glatte Kurve, so ist die
Mal3zahl des Flacheninhalts, der von dieser Kurve, der Abszissenachse und
den Anfangs- und Endordinaten begrenzt wird, gleich v.

§ 97. Aufgabe: Rauminhalt einer Lagerstitte. Zur Erliuterung der in
den letzten Paragraphen besprochenen Mallbestimmungen soll jetzt eine
dem bergminnischen Anwendungsgebiet entnommene Aufgabe etwas
ausfiihrlicher besprochen werden.

Eine nutzbare unterirdische Lagerstitte wird in der Regel durch eine
Anzahl von Bohrlochern erschlossen, die erkennen lassen, wie weit sich die
Lagerstitte in wagerechter und lotrechter Richtung erstreckt. Da mit
Riicksicht auf die Kosten die Zahl solcher Bohrlocher auf das Mindestmal3
beschrinkt werden muf3, wird aus den Bohrergebnissen die Gestalt der
Lagerstitte nur in groben Umrissen entnommen werden konnen, und daher
werden alle darauf beziiglichen Konstruktionen und Mallbestimmungen nur
als erste Anndherungen an die Wirklichkeit zu betrachten sein; das ist auch
bei der Losung der folgenden Aufgabe nicht zu vergessen.

Ein Kohlenlager ist durch eine Reihe von Bohrlochern angefahren und
durchteuft. Man soll den Rauminhalt des Lagers ermitteln.

Zunichst einige allgemeine Bemerkungen zur Ausfiihrung der Aufgabe.
Man wird vor allem die beiden topographischen Flichen zu bestimmen
suchen, die den oberen Teil (das Hangende) und den unteren (das Liegende)
der Lagerstitte begrenzen, indem man nach §_48 die Schichtlinien durch
Langenprofile ermittelt. Das geschieht am besten in einer besonderen Karte,



nachdem man darin die Lage der Bohrlocher iibertragen und die
Tiefenangaben vermerkt hat, in denen jedesmal die Lagerstitte angebohrt
und durchteuft wurde. Nunmehr bestimmt man die Schichtenquerschnitte
nach §_90 bis 93, tragt die Werte graphisch zu den Hohenzahlen als
Ordinaten auf, und planimetriert zur Bestimmung des Rauminhalts die
entstehende Kurve, wie in § 96 angegeben.

Fig. 92.

§ 98. Ausfithrung der Aufgabe. Es verlohnt sich, die nihere Ausfiihrung
etwas eingehender zu besprechen, weil dabei eine Menge
Nutzanwendungen der fritheren Sdtze zum Vorschein kommen. Das soll nun
jetzt geschehen. — Gegeben ist die Karte des Geldandes (Fig. 92 -
Schichtlinien ausgezogen —) und darin verzeichnet die Lage der Bohrlocher,
so dall man daraus die Hohenzahlen ihrer Mundlocher entnehmen kann.
AuBlerdem sind zu jedem Bohrloch gegeben die Koten (Teufen), in denen
das Hangende angebohrt sowie das Liegende erreicht ist. Das folgende
Verzeichnis enthdlt diese Angaben fiir die 13 mit 4 bis N bezeichneten
Bohrlocher.

Bohrloch Mundloch Hangendes Liegendes
+90 m +47 m —30m
+103 m +26 m —6m
+112 m +12 m +10 m
+72m +70 m —25m
+55m +50 m +1m
+ 87 m +42 m —14 m
+ 98 m +15m +7m
+85m +45 m —15m
+ 84 m +20 m +7m
+ 60 m +11 m +9m
+108 m +10 m +5m
+103 m +20 m —2m
+71 m +40 m Om
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Zur Bestimmung der Schichtlinien wird man mdglichst solche
Langenprofile wahlen, die nahezu in Richtung der Fallinien verlaufen; man
wird also fiir das Liegende vom Punkte tiefster Kote (A4), fiir das Hangende
vom Punkte hochster Kote (D) moglichst radial ausgehen, also z. B.
namentlich das Profil CBADEK benutzen, sodann den Linienzug /HFG,
wobei man die aus dem vorigen Linienzug interpolierte Hohenzahl des
Kreuzungspunktes von 4D und FH schon als bekannt benutzen darf, usw.
Hat man geniigend viele Zwischenpunkte mit runden Hohenzahlen
ermittelt, so zeichnet man zuerst die Schichtlinien, von denen die meisten
Punkte bekannt sind. Das erleichtert auch die Zeichnung der tibrigen an den
Stellen, an denen sie sich nicht durch Querschnitte geniigend scharf
bestimmen lassen.

Im vorliegenden Fall hat die Lagerstitte die Form einer unregelmalig
gestalteten Linse, wie es in der Natur manchmal bei
Braunkohlenlagerstitten vorkommt. In der Fig. 92 sind die Schichtlinien
des Liegenden gestrichelt, die des Hangenden punktiert gezeichnet. In der
Zeichnung findet sich sowohl eine Schichtlinie +10 fiir das Hangende wie
auch eine fiir das Liegende; von jeder gehort aber nur ein Teil der
eigentlichen Lagerstitte an; das kommt daher, daB3 sich Hangendes und
Liegendes in einer Raumkurve durchsetzen, deren Projektion zwischen den
beiden Schichtlinien +10 verlduft. Man konstruiert ihre genauere Lage (—

- — +) am einfachsten mittels einiger Querschnitte, von denen in der Figur
einer (bei L) angedeutet ist.

Wenn die Schichtlinien alle gezeichnet sind, kann die Planimetrierung
beginnen. Dabei treten in der vorliegenden Figur noch zwei kleine
Erschwerungen auf, die zu beachten sind. Erstens wird verlangt, dal von
dem Volumen nur derjenige Teil bestimmt wird, der innerhalb der
geradlinigen Grubengrenzen gg und der dadurch bestimmten lotrechten
Ebenen gelegen ist. Die Querschnitte sind daher jedesmal nur bis zu diesen
Geraden zu planimetrieren. Zweitens aber tritt die Lagerstétte zutage, und
daher wird ihre Gestalt durch das Gelidnde beeinfluflt. Die Ausbif3linie aa ist
nach §_72 konstruiert worden; beim Planimetrieren mul} ersichtlich
jedesmal der Teil der Schichtlinie des Hangenden, der von der Ausbil3linie
umfafit wird, durch den entsprechenden Teil der Schichtlinie des Geldndes
ersetzt werden. Das hat man beim Umfahren mit einem Polarplanimeter



berlicksichtigt, und dann folgende Querschnitte in willkiirlichen Einheiten p
des Planimeternonius — Mittel aus mehreren Beobachtungen — erhalten:

Hohenzahl: Querschnitt:

Liegendes: 30 m 21,5p
—20 m 171 p

—10m 336 p

+ 0 m 826 p

+10m  1284,5p

Hangendes: +10m 1268 p
+20 m 977 p

+30 m 668,5 p

+40 m 434 p

+50 m 241 p

+60 m 77 p

+70 m 45p

Zugleich ergab eine Flache, die im Mallstab der Zeichnung gemessen
40 000 m? entsprach, planimetriert 1598 p.

Fig. 93.

Die graphische Darstellung dieser Werte in beliebigen Malistdben ergibt
die Kurve der Fig, 93. Sie besteht aus zwei Asten, einem fiir das Hangende
(rechter Ast) und einem fiir das Liegende (linker Ast), die sich in einem
Punkte schneiden. Zur Bestimmung des Rauminhalts hat man die durch sie
und die Abszissenachse begrenzte Flache zu ermitteln. Die Planimetrierung
lieferte in willkiirlichen Einheiten ¢ des Planimeternonius, deren Wert
iibrigens von p verschieden sein kann, das Volumen 549 - ¢, wihrend
zugleich eine Fliache, die 1000 - p - 100 m Kubikeinheiten entsprach — in
der Figur durch das Rechteck angezeigt —, 1097 - g ergab. Daraus folgt fiir
das gesuchte Volumen der Wert

100000 - p - m . 40000 m* _
549 + g - 1L - AEOI = 1 253 100 m.

Es wire sicher nicht richtig, das SchluBBergebnis auf so viele Stellen
anzugeben, und man wird sich etwa mit der runden Zahl 1 250 000 m?



begniigen miissen, zumal eine Abschitzung der Genauigkeit auf Grund der
gegebenen Daten nicht einfach ist.

§ 99. Zeichnerische Analysis. Die in den vorstehenden Paragraphen
auseinandergesetzten und angewandten Verfahren der Projektionen mit
Hohenzahlen lassen sich nicht nur auf geometrische Aufgaben, sondern
auch auf die praktisch zeichnerische Behandlung analytischer Fragen mit
Nutzen anwenden. Man kann diesen Teil der angewandten Mathematik,
dessen Entstehung erst wenige Jahrzehnte zuriickliegt, und dessen Ausbau
noch keineswegs abgeschlossen ist, passend als graphische oder
zeichnerische Analysis bezeichnen. lhre Ergebnisse finden in fast allen
Zweigen der Technik, in der Vermessungskunde, der technischen Physik,
der Ballistik usw. mehr und mehr Anwendung. Im Folgenden mogen einige
einfachere Gegenstinde dieses Gebietes besprochen werden, die mit den
vorhergehenden Betrachtungen zum Teil aufs engste zusammenhéngen.

§ 100. Funktionsskale. Es bedeute x eine reelle Veridnderliche und y =
f(x) eine beliebige eindeutig umkehrbare — d. h. zu jedem Wert von y gehort
ein Wert von x — reelle Funktion von x, gegeben durch irgendeine
Rechenvorschrift oder durch eine Zahlentafel, derart, dal3 ihr zeichnerisch
im rechtwinkligen Cartesischen Koordinatensystem (x, y) eine Kurve
zugeordnet werden kann. Einen Punkt P der Kurve (Fig. 94 mit y = Vx mit
der Abszisse x (= 3) projiziere man parallel zur Abszissenachse auf die
Ordinatenachse nach Q, so daB OQ =y (= \3 = 1,73) ist, schreibe aber an QO
den zu P gehorigen Abszissenwert x (= 3). Wenn man so fiir gentigend viele
Punkte verfahrt, erhdlt man die Skale der Funktion y = f(x). Die Fig, 94
stellt die Entstehung der Funktionsskale y = Vi dar3

3 Weitere Beispiele sind in dem Béndchen von Paul Luckey, Einfiihrung in die
Nomographie, dieser mathematisch-physikalischen Bibliothek zu finden.

__________________________________________________________________________________________________________________________

Fig. 94
Auf der Vorderseite eines gewohnlichen Rechenschiebers befinden sich
die Skalen der Funktion y = logex in zwer verschiedenen
Mal3stabseinheiten.

Die Funktionsskalen tragen im allgemeinen eine ungleichméaBige
Einteilung; gleichmiBig ist sie nur im Falle einer linearen Funktion y =



ax + b, weil die zugehorige Kurve hier eine gerade Linie ist.

Wenn die Teilung einer Funktionsskale so dicht ist, dal eine
Zwischenschaltung weiterer Funktionswerte nach dem Augenmalle moglich
ist, kann man im Sinne der zeichnerischen Analysis die Funktion als durch
ihre Skale vollig bestimmt ansehen.

Denkt man sich die Fig. 94 um einen rechten Winkel aus der Papierebene
so geschwenkt, dal die x-Achse senkrecht zur Zeichenebene nach oben
gerichtet ist, dann stellt die Skale der Funktion nichts weiter dar als die
kotierte Projektion der Kurve (vgl. §_68), die durch die Skale gestuft ist.

Um von irgendeiner analytisch oder tabellarisch gegebenen Funktion die
Skale herzustellen, ist es natiirlich nicht erst notig, die zugehorige Kurve zu
zeichnen. Man braucht nur auf der gewédhlten Geraden, dem Trdger der
Skale, von einem beliebig angenommenen Nullpunkte aus mit der
gewihlten Maf3stabseinheit den zu x gehorigen Funktionswert flx) = y
abzutragen und an den Endpunkt dieser Strecke die Zahl x anzuschreiben.

Fig. 95.

Wenn die Funktion nicht eindeutig umkehrbar ist, also zu einem Wert
von y mehrere Zahlenwerte von x gehoren, ist thre Darstellung durch eine
Skale zwar auch mdglich, aber man mufl dann mehrfach bezifferte
(gebrochene) Skalen in Kauf nehmen, die, auf demselben Tréiger
gezeichnet, sich ganz oder zum Teil iiberdecken (vgl. Fig. 95).

§ 101. Konstruktion besonderer Funktionsskalen. Einige Skalen
lassen sich leicht durch eine einfache geometrische Konstruktion finden. So
z. B. die Skalen fiir sin x und tg x flir spitze Winkel, wie aus der Fig, 96
ersichtlich ist. Die Skale fiir sin x gibt zu gleich die fiir cos x, wenn man
neben den Strich mit der Zahl x in Graden noch die Zahl 90° — x schreibt,
und ebenso findet man die Skale fiir ctg x aus der fiir tg x. Man kann diese
z. B. dann benutzen, um fiir zwei Punkte einer Karte eines ebenen
Gelandes, deren Hohenunterschied gleich 1 ist, den Fallwinkel ¢ zu
bestimmen; denn die in der Karte gemessene Entfernung der Projektionen
beider Punkte ist gleich ctg o.

Fig. 96.

Besonders wichtig ist die Konstruktion der Skale fiir die linear
gebrochene Funktion



_ax+tb
cx+d

wo a, b, ¢, d vier Konstanten sind, von denen es ersichtlich geniigt, die drei
Verhiltnisse a : b : ¢ : d zu kennen. Wenn ¢ = 0, so wiirde die Funktion eine
ganze lineare sein, thre Skale also gleichméBig geteilt. Wenn ¢ # 0, aber
ad — bc = 0, wire die Funktion gar nur eine Konstante, wie sofort aus dem
Ausdruck

a ad — bc
=2+
Y ¢  clex+d)

folgt, in den man die Funktion iiberfiihren kann. Sieht man von diesen
Ausnahmefillen ab, und bezeichnet man mit y,, y,, v, y die vier zu x,, x,, X;,
x gehorigen Funktionswerte, so ist — man kann sich davon durch
Ausrechnung leicht iiberzeugen —

Yo=Yy [ Vo—Y _ X=X Xp—X

V3=Yp y3—y  xz—xp X3—Xx

d. h. die Doppelverhéltnisse von je vier Werten von x und den zugehorigen
Werten von y sind einander gleich, und daraus folgt bekanntlich, daf3 die
Punktreihe P,, P,, P;, P mit den Abszissen x,, x,, x;, x auf einer Geraden I
aus der Punktreihe Q,, O,, O;, O mit den Abszissen y,, v,, v,, y auf einer
Geraden II durch Projizieren gewonnen werden kann (Fig. 97). Zur
Konstruktion einer projektiven Skale y = (ax + b) : (cx + d) kann man also
folgendermallen verfahren. Gegeben sei der Trager der Skale, die Gerade 11,
ferner der Anfangspunkt der Skale, d. h. der Punkt mit dem Teilstrich 0, und
der Mal3stab, wodurch zugleich der Punkt mit dem Teilstrich 1 der Skale
bestimmt ist. Nunmehr zeichnet man auf einer beliebigen Geraden 1
irgendeine gleichmifige Teilung. Man verbindet sodann miteinander die
Punkte der Teilstriche 0 und ebenso die Punkte der Teilstriche 1. Der
Schnittpunkt § dieser Verbindungsgeraden ist der Mittelpunkt des
Strahlbiischels, das die Skale I auf die Skale II projiziert. (Fig. 98.)
Natiirlich gibt es auf einer Geraden unzéhlig viele projektive Skalen mit
denselben Punkten 0 und 1; denn eine projektive Skale ist erst durch die
Angabe von drei Punkten eindeutig bestimmt, entsprechend den drei
Konstantenverhiltnissena : b : ¢ : d.

Fig. 97. Fig. 98.



§ 102. Aufgabe. Eine Strecke AB = 5 cm soll mit einer solchen Skale
versehen werden, dal3 an jedem Punkte abgelesen werden kann, in welchem
Teilverhdltnis der beiden Abschnitte die Strecke durch ihn geteilt wird. Ist P
ein Punkt der Strecke, AP = y, und x die Skalenstelle von P, so soll AP : PB
= x oder

sein; daher ist

Fig. 99.

Zur Konstruktion der Skale y auf 4B {iiberlegt man, daB dem Punkte A4 der
Wert x = 0, der Mitte von AB der Wert x = 1, dem Punkte B der
uneigentliche Wert x = o beizuschreiben ist. Man zieht also z. B. durch 4
eine beliebige Gerade AC mit gleichmifBiger Teilung, die iiberdies auch in 4
beginnen kann. Nun verbindet man den Teilpunkt 1 dieser Geraden AC mit
der Mitte von AB, den Teilpunkt oo der Geraden mit dem Punkte B (d. h.
man zieht durch B eine Parallele zu 4C); beide Verbindungslinien schneiden
sich in S, dem Mittelpunkte des projizierenden Strahlenbiischels (Fig, 99).

Der Leser mag ferner die Skale 1 : x zeichnen.

§ 103. Zusammengesetzte Funktionsskalen. Wenn y als Funktion von x
durch eine Skale gegeben ist und ebenso y als Funktion von u, so kann man
den funktionalen Zusammenhang zwischen x und u einfach dadurch
graphisch  herstellen, da man die beiden Skalen mit den
zusammengehorigen Werten von y aneinanderlegt. Ein einfaches Beispiel
dafiir geben die drei Thermometerskalen nach Celsius, Réaumur und
Fahrenheit, wenn man sie sich auf demselben Thermometer angebracht
denkt (Fig, 100); sie entsprechen folgenden drei linearen Funktionen:

Fig. 100.

sz,RZ%x,FZ%xﬂLb’Z.



Auf der Vorderseite des gewohnlichen Rechenschiebers findet sich im
oberen Teile die Skale y = lg x, im unteren dieselbe Skale im doppelten
Malfstab, d. h. die Skale y = 2 1g u; durch den Strich des Glaslaufers wird
daher die Beziehung lgx =2 lg u =1g u? oder x = u?, u = x vermittelt.

Ebenso leicht ist es auch, wenn y = f(x) und x = @(u) je durch eine Skale
dargestellt sind, die Skale herzustellen, die den funktionalen
Zusammenhang y = flo(u)) = y(u) zwischen y und u liefert, oder, anders
gesprochen, die graphische Elimination von x auszufiihren. Es wiirde an
sich geniigen, neben die Bezifferung x der Skale y = f(x) den zugehdrigen
Wert von u zu schreiben, wie ithn die Skale ¢(u) ergibt, nur wiirde man dann
keine zur Interpolation brauchbare Skale mit gleichen Unterschieden der
Veranderlichen u erhalten. Um die dazu erforderliche Zwischenschaltung
der u-Werte mit befriedigender Genauigkeit ausfiihren zu konnen, zeichnet
man zuerst in einem Koordinatensystem (x, y) mit einer x-Achse, die
zugleich Trager der Skale ¢(u) ist, und einer y-Achse, die zugleich Triger
der Skale f(x) ist, die Kurve y = f(x). Nun kann man leicht zu jedem
Teilstrich der Skale @(z) den zugehorigen Teilstrich der Skale y(u) auf dem
in der Fig, 101 durch die Pfeile angedeuteten Wege finden.

Fig. 101.

§ 104. Netzteilung. Fiir viele Zwecke der zeichnerischen Analysis ist es
wichtig, eine Kurve (K), die in einem Koordinatensystem (x, y) gezeichnet
vorliegt, in eine andere (x) zu verwandeln, die sich auf ein
Koordinatensystem (&, mn) bezieht, wobei & = o¢(x), 1 = y(y) gegebene
funktionale Beziehungen zwischen x und &, y und n bedeuten sollen. Wire
die Gleichung der vorgelegten Kurve (K) bekannt, etwa F(x, y) = 0, und
wiren auch die Funktionen ¢(x) und y(y) in analytischer Form gegeben, so
wiirde man nur & mn an Stelle von x, y einzufiihren zu haben, um die
Gleichung ®(&, n) = 0 der verwandelten Kurve (k) zu erhalten. Aber hier
handelt es sich darum, zeichnerisch die Aufgabe zu l6sen, wenn die Kurve
(K) und die Funktionen ¢(x) und y(y) graphisch gegeben sind.

Man tragt auf einer &-Achse die Skale & = ¢(x) auf und ebenso auf einer
n-Achse die Skale n = y(y), wodurch ein im allgemeinen ungleichmifig
geteiltes Netz bestimmt ist, wie die Fig, 103 angibt. Jedem Koordinatenpaar
x, y entspricht in diesem Netze ein Punkt, der entweder auf einen
Schnittpunkt der Netzgeraden fillt, oder dessen Lage durch Schitzung



leicht zu ermitteln ist. Auf diese Weise kann man die gegebene Kurve (K)
Punkt fiir Punkt in dieses Netz libertragen und erhilt so die verwandelte
Kurve (k).

Fig. 102.

Beispielsweise geht die Ellipse mit den Halbachsen a und b, deren
Hauptachsenrichtungen mit den Koordinatenachsen x, y und deren
Mittelpunkt mit dem Ursprung zusammenfillt, deren Gleichung also

x2 yz _

= + = 1
lautet, durch Umzeichnung in ein Netz mit den Skalen § = x?, 1 = y? in die
Gerade mit der Gleichung

NS =

s p ]
iiber, die die Skalen in den Teilstrichen a? und b2 trifft und also leicht zu
zeichnen ist. Das wurde auch fiir schiefwinklige Achsen gelten, wenn a, b
dann konjugierte Halbmesser bedeuten.

Man kann von dieser Bemerkung eine Anwendung auf folgende Aufgabe
der praktischen Mathematik machen. Es liegt eine eiférmige Kurve
gezeichnet vor, und es besteht die Vermutung, dafl sie angendhert eine
Ellipse sei; wie ist das festzustellen? Man wird zunichst angendhert den
Mittelpunkt und zwei konjugierte Durchmesser der Kurve bestimmen,
indem man ein ihr umschriebenes Parallelogramm mit seinen Mittellinien
zeichnet. Dadurch ist zugleich ein schiefwinkliges Koordinatensystem x, y
gegeben, durch das die Punkte der Kurve festgelegt werden konnen. Man
zeichnet jetzt das ungleichmiBig geteilte Netz £ = x% n = »2 und in dieses
tragt man geniligend viele Punkte der eiformigen Kurve ein; sie werden, den
vier Quadranten der Kurve entsprechend, angenidhert auf vier Seiten eines
Parallelogramms liegen. Die Abweichung der Punkte von diesen Geraden
1aft auch die Abweichung der Eilinie von der Ellipse erkennen. Wenn man
tiber die Punkte, die angendhert auf einer Geraden liegen, einen Faden
spannt oder eine auf einen Film geritzte Gerade legt, kann man in den
meisten Féllen genau genug die Abweichungen ausgleichen und dadurch
die Langen fiir die konjugierten Halbmesser der Ellipse bestimmen, die die
Eilinie am besten darstellt (Fig. 103).

Fig. 103.



§ 105. Logarithmenpapier. Besonders wichtig ist ein Netz mit
logarithmischer  Einteilung. Solche Netze sind in  Form von
Logarithmenpapier kauflich zu haben. Es gibt zwei Arten davon: bei der
einen ist sowohl die Abszissenachse, wie auch die Ordinatenachse
logarithmisch geteilt, bei der anderen nur die eine der Koordinatenachsen.

Ihre Verwendung wird aus folgenden Beispielen hervorgehen.
Wenn es sich darum handelt, die polytropische Kurve mit der Gleichung

pV=c

zu zeichnen, wo «, ¢ zwei Konstanten, p und v aber Druck und Volumen
eines Gases bedeuten, das sich adiabatisch ausdehnt, so setze man

E=lgv,n=Igp,C=lgc
und erhalt
n+x&=C,

d. h. im Koordinatennetz &, n eine gerade Linie. Man wird hier also die
erste Art des doppelt logarithmisch geteilten Papiers benutzen (Fig, 104).



Fig. 104.

Wenn man mit einem gut eingeschossenen Gewehr nach einem Punkte O
einer ebenen senkrechten Scheibe oftmals schieBit, so werden die
Einschldge sich in der Ndahe von O haufen und mit wachsendem Abstande
von O an Zahl abnehmen. Gauf3 hat als Mal} fir die Haufigkeit eines
Treffers im Abstande & von O den Ausdruck (Fehlergesetz)

z= e’@ﬁ

angegeben, dem die Haufigkeit proportional ist, unter der Annahme, daf3 sie
in allen von O ausgehenden Richtungen dieselbe sei. Setzt man

n=Igz lge=0,4343,
so wird
=-0,4343 - &2

Bei Verwendung einfach logarithmisch geteilten Papiers ergibt dies eine
Parabel. Setzt man noch & = \/Z, d. h. bringt man noch auf der gleichméafBig
geteilten Skale des Logarithmenpapiers eine quadratische Teilung an, so
geht die Parabel in die Gerade

n=-0,4343 - C
tiber (Fig, 105).
Fig. 105.

§ 106. Darstellung einer Funktion von zwei Verinderlichen durch ein
Rechenblatt. Es sei z = f{x, y) die darzustellende Funktion der beiden
voneinander unabhingigen Verdnderlichen x und y. Thr geometrisches Bild
ist eine Flache, wenn man die Werte von z als Hohen senkrecht iiber einer
Ebene in den Punkten mit den Koordinaten x, y auftridgt. Zu jedem festen
Werte von z gehort eine Kurve bestimmter Hohe auf der Fliache, d. h. eine
threr Schichtlinien. Die Projektionen der Schichtlinien auf die als
Zeichenebene gedachte xy-Ebene liefern die Karte der Flache und somit
eine geometrische Darstellung der Funktion durch Schichtenlinien fix, y) =
konst. im Koordinatensystem (x, y). An den Schichtenlinien hat man sich
die zugehorigen Werte von z als Hohenzahlen angeschrieben zu denken,
genau so, wie es bisher bei der kartenmidBligen Darstellung der
Gelandeflachen geschehen ist. Es ist nicht notig, dal die Funktion in
entwickelter Form z = f(x, y) gegeben sei; fiir eine Gleichung der Form F{(x,



v, z) = 0 1st dieselbe Darstellung moglich. Diese Darstellung hat man ein
Rechenblatt (Nomogramm, Abakus) der Funktion oder der Gleichung
genannt.

Fig. 106.

In der Fig. 106 ist das Rechenblatt der Funktion z dargestellt, die durch
die Gleichung

z2+xz+y=0

gegeben ist. Die Schichtlinien sind alle Geraden. Man kann das Rechenblatt
zur zeichnerischen Auflosung einer beliebigen quadratischen Gleichung mit
reellen Wurzeln

Z2+pz+qg=0

nach der Unbekannten z gebrauchen. Man sucht im Rechenblatt den Punkt
mit den Koordinaten p, ¢ und sieht nach, welche Schichtgeraden durch ihn
hindurchgehen; die Zahlen der Schichtgeraden, die noétigenfalls durch
schitzendes Zwischenschalten zu bestimmen sind, geben die reellen
Wurzeln der Gleichung an. Liegt der Punkt auf der einhiillenden Parabel x>
= 4y, so hat die Gleichung eine Doppelwurzel, liegt er im Innern dieser
Parabel, so hat die Gleichung keine reelle Wurzeln.

In dhnlicher Weise 146t sich die Gleichung
Z"+xz2"+y=0

und noch allgemeiner die Gleichung

¢2) +xy(z) +y=0
behandeln, wo o(z), w(z) beliebige Funktionen bedeuten konnen, die
analytisch oder tabellarisch oder auch zeichnerisch durch Kurven oder
Funktionsskalen gegeben sein konnen. In allen diesen Fillen sind die
Kurven des Rechenblattes gerade Linien. Solche Rechenblitter sind
natiirlich besonders leicht herzustellen.

§ 107. Rechenblatt mit ungleichmiifliger Teilung. Auch wenn die
Kurven konstanter Werte von z zunichst keine geraden Linien ergeben,
kann man doch hiufig durch Benutzung von Skalen auf den
Koordinatenachsen bewirken, dal3 die Kurven des Rechenblattes Geraden
werden. Zum Beispiel wenn die Gleichung



P(2) +E(x) - w(z) +n(») =0
vorliegt, die eine Verallgemeinerung der vorhergehenden ist, so wird man
das Netz der Skalen &(x), n(y), wie in §_103 angegeben worden ist, benutzen
konnen; die Schichtlinien in diesem Netze &, n sind dann gerade Linien,
denn es ist

¢@)+ S y(z)+n=0
fiir jeden Wert von z die Gleichung einer Geraden.
Die Zustandsgleichung eines vollkommenen Gases lautet
pv=RT,

wobei p den Druck, v das Volumen, R die Gaskonstante, T die absolute
Temperatur des Gases bedeuten. Die Isothermen 7 = konst. sind, im
Koordinatensystem p, v gezeichnet, gleichseitige Hyperbeln; im System

E=lgp,n=Igv
dagegen ergeben sich dafiir gerade Linien. Bei Benutzung doppelt geteilten

Logarithmenpapiers 146t sich mithin fiir die obige Zustandsgleichung ein
Rechenblatt mit dem Lineal allein herstellen.

Wenn man sich auf doppelt geteiltem Logarithmenpapier mit den Skalen
& =1lg x, n = lg y die Geraden z = xy zeichnet, so kann das entstandene
Rechenblatt als Multiplikationstafel dienen; denn in ithm liegt der Punkt mit
den Koordinaten x, y, den Faktoren, jedesmal auf der Geraden mit der
Ho6henzahl xy, dem Produkte (Fig. 107).

Fig. 107.
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Feldmessen und Nivellieren. Von Direktor Prof. G. Volquardts. (Leitfaden
f. Baugewerkschulen Bd. 13.) 3. Aufl. Mit 38 Figuren. Steif geh.
M —.80

Der Verfasser hat sich auf die Besprechung rein
feldmesserischer Arbeiten einfachster Art beschrankt, wie sie
der Hochschulbautechniker in der Praxis 6fters auszufiihren hat.
Ein besonderer Wert wird darauf gelegt, die Mefigerite auf ihre
Richtigkeit zu priifen.

Das Feldmessen d. Tiefbautechnikers. Von Dipl.-Ing. Prof. H. Friedrichs.
(Leitf. f. Baugewerkschulen Bd. 14 u. 22.) In zwei Teilen. Teil I: Reine
Flachenaufnahmen. 2. Aufl. Mit 177 Figuren und 1 farbigen Plan. Steif
geh. .4 3.20. Teil II: Flachen- und Hohenaufnahmen. Mit Figuren und
Tafeln. 3. Aufl. [U. d. Pr. 1919.]

Lehrbuch d. Vermessungskunde. Von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. 4. Baule. 2.
Aufl. Mit 280 Figuren. Geb. .4 8.80

Das Buch soll dem Studierenden alles bieten, was in die
niedere Vermessungskunde gehort, und dem Lehrer die
Moglichkeit geben, bei Zugrundelegung eines Lehrbuches den
Stoff zu bewiéltigen und durch Beispiele zu erldutern.

Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. Von Oberlehrer Dr. F. Ebner.
Mit 93 Fig. Geb. . 4.—

»Das Buch ist auBlerordentlich klar geschrieben und jedem
Techniker warm zu empfehlen, der sich mit den kinematischen
Problemen, ohne deren Kenntnis die Bewegungen der
Maschinen unverstindlich sind, eingehender befassen wird.«

(Zeitschrift fiir gewerbl. Unterricht.)

Geodaisie. Eine Anleitung zur geodit. Mess. f. Anfanger. Von Prof. Dr.-Ing.
H. Hohenner. Mit 216 Fig. Geb. 4 12.—

»Der Autor nennt seine >Geodidsie< eine Anleitung fiir
Anfanger; ich glaube, sie darf als Nachschlagebuch warm
empfohlen werden ...«

(Zt. d. Vereins d. h. bayr. Vermessungsb.)



Einfiihrung in die Geodisie. Von Prof. Dr. O. Eggert. Mit 237 Fig. 1. T.
Geb. 4 10.—

»Das 1in priagnanter Kiirze eine ungeahnte Fille des
Wissenswerten zusammenfassende Buch wird ein vorziigliches
Hilfsmittel in der Hand der Studierenden sein.«

(Archiv der Mathematik und Physik.)

Grundziige der Geodisie mit Einschlufl der Ausgleichungsrechnung. Von
Prof. Dr. M. Ndbauer. (Handbuch d. angew. Math. Bd. III.) Geh.
M9.—, geb. M 9.60

»Die Darstellung ist klar und iibersichtlich, die Figuren sind
vortrefflich und belehrend, auch die Rechnungsbeispiele diirften
sehr willkommen sein und sind nett angeordnet.«

(Literarisches Zentralblatt.)

Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser und seine Verbindung mit
einem Theodolit (D. R. P. Nr. 277 000). Einrichtung und Gebrauch
des Instrumentes fiir die verschiedenen Zwecke der Tachymetrie; mit
Zahlenbeispielen sowie Genauigkeitsversuchen. Von Prof. Dr.-Ing. H.
Hohenner. Mit 7 Abb. 1. T. u. 1 Taf. Geh. .4 3.20

Die Abhandlung gibt die Beschreibung eines neuen optischen
Entfernungsmessers, der im Gegensatz zu der langwierigen und
wenig genauen Messungsmethode mit Latte und Band und mit
den bisherigen Distanzmessern ein schnelles und ungemein
prazises Arbeiten ermoglicht. Nach theoretischer Behandlung
des Instruments wird seine prakt. Verwendungsmoglichkeit fiir
die verschiedenen Zwecke der Tachymetrie erdrtert und der
Grad der mit dem Prizisionsdistanzmesser erreichbaren
Genauigkeit an Hand zahlreicher Versuche abgeleitet.

Allgem. Kartenkunde. Ein Abrif} ihrer Geschichte u. ihrer Methoden. Von
Dr. H. Zondervan. Mit 32 Fig. Geh. 4 4.60, geb. 4 5.20

»Das Buch ermoglicht so jedem, sich rasch ein tieferes
Verstiandnis fiir die Karte, ithre Entstehung, ithren Wert und ihre
Benutzung zu verschaffen. Es wird daher fiir den Offizier wie
fiir den Lehrer der Geographie sowie fiir jeden, der die Karte oft
verwendet, ein unentbehrliches Hilfsmittel sein.«



(Bayr. Zeitschr. f. Realschulwesen.)

Leitfaden der Kartenentwurfslehre. Bearbeitet von Prof. Dr. K. Zoppritz.
Hrsg. von Dr. A. Bludau. 1: Die Projektionslehre. 3. Aufl. Mit 154 Fig.
u. zahlr. Tabellen. Geh. .# 9.—, geb. .4 10.— II. Kartographie und
Kartometrie. 2. Aufl. Mit 12 Fig., 2 Tabellen und 2 Tafeln. Geh.
M 3.60, geb. M 4.40

Vermess.- u. Kartenkunde. (ANuG 7 Bde.) Jed. Bd. m. Abb. Kart. je
M 1.60, geb. je 4 1.90 Geographische Ortsbestimmung. Von Prof.
Schmauder. (Bd. 606.)

Erdmessung. V. Prof. Dr. Osw. Eggert. (607.)
Landmessung. V. Geh. Finanzr. Suckow. (608.)

Ausgleichungsrechnung. Von Geh. Reg.-Rat Prof. E. Hegemann.
(Bd. 609.)

Photogrammetrie und Stereophotogrammetrie. Von Dipl.-Ing. H.
Liischer. (Bd. 610.)

Kartenkunde. Von Finanzrat Dr.-Ingenieur A. Egerer. I:
Einfiihrung 1. d. Kartenverstindnis. II: Kartenherstellung
(Landesaufnahme). (Bd. 611/612.)

Karte u. Kroki. Von Dozent Dr. H. Wolff. Mit 47 Fig. (Math.-phys. Bibl.
Band 27.) 4 1.—

Im ersten Teil wird ein Uberblick iiber alle Arbeiten gegeben,
die zur Herstellung unserer Generalstabskarten nétig sind. Auch
die Benutzung der Karten, das Kartenlesen wird eingehend
erklart. Der zweite Teil beschiftigt sich mit der Anfertigung von
Skizzen und Krokis.

Auf simtliche Preise Teuerungszuschldage des Verlags und der
Buchhandlungen.

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin



Grundziige der Physiogeographie. V. Prof. W. M. Davis u. Prof. Dr. G.
Braun. 2. Aufl. in 2 Teilen I. Teil: Grundlagen u. Methodik. Zum Gebr.
b. Stud. u. auf Exkursionen. Mit 89 Abb., 1 Taf. u. Hilfstab. Geb.
M. 6.—. II. Teil: Morphologie. Z. Gebr. b. Stud. u. auf Exkursionen. Mit
94 Abb. u. 1 Tafel. Geb. M. 5.—

»Man kann das Werk in Wirklichkeit als ein neues
bezeichnen, und zwar nicht bloB wegen seiner haufigen
Bezugnahme auf deutsche Verhiltnisse, sondern auch der
Sprache nach. Die Ubersetzung ist eine sehr fliissige.
Meisterhafte kleine Skizzen von Davis' Hand, welche zugleich
Ansicht und Profil einer typischen Landschaft bieten, so
Blockdiagramme, sind  eingestreut. = Daneben  laufen
Landschaftsbilder, Wiedergaben von Photographien.«

(A. Penck i. d. Zeitschr. d. Ges. f. Erdk., Berlin.)

Praktische Ubungen in physischer Geographie. Von Prof. W. M. Davis.
Ubertragen und neu bearbeitet von Prof. Dr. K. Oestreich. Textheft und
Atlas. Textheft geh. M. 2.80. Atlas mit 38 Tafeln geh. M. 3.80 Inhalt
des Textbandes: Die Téler des Festlandes. Die Kiistenebene. Die Téler
in der Kiistenebene. Tafellander und Kanons. Skulptur der Gebirge.
Vulkane und Lavastrome. Der Zyklus der Fliisse, Wasserfille,
Stromschnellen und ausgeglichene FluBllaufe. Der Zyklus der Fliisse,
Briicken, Téler und Ablenkung.

Die erklirende Beschreibung der Landformen. Von W. M. Davis.
Deutsch bearb. von Prof. Dr. 4. Riihl. Mit 212 Abb. u. 13 Taf. Geb.
M. 12—

»Das sehr groBBe Tatsachenmaterial 1st vortrefflich
durchgearbeitet und gesichtet, so dal es den Leser nicht
erdriickt. Wo es fiir das Verstindnis forderlich war, sind
veranschaulichende landschaftliche Aufrisse und Darstellungen
dem Texte beigegeben, auch hier hat sich der Verfasser einer
weisen MaBhaltung befleiBigt.«

(Berliner Tageblatt.)

Eine geographische Studienreise durch das westliche Europa. Von W.
Hanns, A. Riihl, H. Spethmann, H. Waldbaur. M. ein. Einl. v. W. M.



Davis. Hrsg. v. Ver. d. Geogr. a. d. Univ. Leipzig. M. 37 Abb. Steif
geh. M. 2.40

Zunidchst legt Davis selbst nochmals einige seiner
wissenschaftlichen Grundanschauungen dar. Dann wird von den
iibrigen Verfassern das Snowdongebiet in Wales, der auf
Cornwall fallende Teil der Exkursion, eine Fahrt von der Insel
Jersey nach der Bretagne geschildert und zuletzt das groBartige
Bild einer typischen Gletscherlandschaft im Haslital entrollt.

Die Oberflichengestaltung des norddeutschen Flachlandes. 1. Teil: Das
Gebiet zwischen Elbe und Oder. Von Dr. E. Wunderlich. Geh. M. 5.20

Ausgehend von den in den letzten Jahren gewonnenen
stratigraphisch-geologischen Ergebnissen sucht Verf. an der
Hand einer systematischen Analyse der verschiedenen Gebiete
in der Hauptsache die Frage zu beantworten, ob das Relief
Norddeutschlands ausschlieBlich durch die letzte Vereisung
bedingt ist oder mit dem Ausdehnungsbereich verschiedener
Vereisungen in genetischer Beziehung steht.

Schichtenfolge Mitteldeutschlands. Zu Tabellen zusammengestellt fiir den
Gebrauch auf geologischen Wanderungen. Von Dr. Th. Brandes. Kart.
M. -.50

Geographisches Wanderbuch. Von Dr. 4. Berg. Ein Fiihrer (fiir
Wandervogel und Pfadfinder. 2. Aufl. Mit 212 Abbildungen. Geb.

M. 4.40

»Der Verfasser will die wandernde Jugend zu richtigen
yForschungsreisenden< machen, die die heimatlichen Fluren mit
beobachtenden Augen durchstreifen und nicht nur nach ihrem
Stimmungsgehalt ausschopfen, sie sollen zu hdherem,
bleibendem dsthetischen Genul3 durchdringen ...«

(Der Knabenbiindler.)

Geologisches Wanderbuch. Von Dir. Prof. Dr. K. G. Volk. 1. Teil. Mit 169
Abbildungen. M. 4.—11. Teil. Mit 269 Abbildungen. M. 4.40.

»Der bekannte Verfasser hat hier mit viel Geschick ein Buch
fiir junge Geologen geschaffen, an dem man seine helle Freude
haben muBl. Nach grundlegenden Beobachtungen und



Experimenten in Heimatflur und Studierstiibchen durchwandert
er mit uns die deutschen Mittelgebirge, und zwar so, dal} er uns
dabei1 ein anschauliches Bild von der geologischen Entwicklung
unseres Vaterlandes vor die Seele zaubert.«

(Thiiringer Lehrerzeitung.)

Geographische Zeitschrift. Herausgegeben von Prof. Dr. Alfred Hettner.
XXV. Jahrgang. 1919. Jahrlich 12 Hefte. Halbjdhrlich M. 10.—

Auf sdmtliche Preise Teuerungszuschldge des Verlags und der
Buchhandlungen.

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

Teubners

Naturwissenschaftliche Bibliothek

Die Sammlung will Lust und Liebe zur Natur wecken und fordern, indem
sie in leichtfaBlicher Weise iiber die uns umgebenden Erscheinungen
aufklart und die Selbsttdtigkeit anzuregen sucht, sei es durch bewuBtes
Schauen und sorgfiltiges Beobachten in der freien Natur oder durch
Anstellung von planméBiger Versuchen daheim. Zugleich soll der Leser
einen Einblick gewinnen in das Leben und Schaffen groBer Forscher und
Denker, durch Lebensbilder, die von Ausdauer, Geduld und Hingabe an eine
grofle Sache sprechen. — Die mit zahlreichen Abbildungen geschmiickten
Béindchen, die auf einen geordneten Anfangsunterricht in der Schule
aufgebaut sind, sind nicht nur fiir Schiiler bestimmt, sie werden auch
erwachsenen Naturfreunden, denen daran liegt, die in der Schule
erworbenen Kenntnisse zu verwerten und zu vertiefen — vor allem aber
Studierenden und Lehrern —, niitzlich sein.

Serie A. Fir reifere Schiiler, Studierende und Naturfreunde.

Alle Bénde sind reich illustriert und geschmackvoll gebunden.

Grof3e Physiker. Von Direktor Prof. Dr. Joh. Keferstein. Mit 12 Bildnissen



M. 6.60

Physikalisches Experimentierbuch. V. Studienr. Prof. H. Rebenstorff. In 2
Teilen. L. Teil. 2. Aufl. Mit Abb. (U. d. Pr.) II. Teil. Mit 87 Abb.

M. 4.60

Chemisches Experimentierbuch. Von Prof. Dr. Karl Scheid. In 2 Teilen. 1.
Teil. 4. Auflage. Mit 77 Abb. M. 4.—. II. Teil. Mit 53 Abb.

M. 3.—

An der Werkbank. Von Prof. E. Gscheidlen. Mit 110 Abbildungen und 44
Tafeln

M. 6.—

Hervorragende Leistungen der Technik. Von Prof. Dr. K. Schreber. Mit
56 Abbildungen.

M. 3.—

Vom Einbaum zum Linienschiff. Streifziige auf dem Gebiete der
Schiffahrt und des Seewesens. Von Ing. Karl Radunz. Mit 90
Abbildungen.

M. 3.—
Die Luftschiffahrt. Von Dr. R. Nimfiihr. Mit 99 Abbildungen

M. 3.—
Aus dem Luftmeer. Von Oberl. M. Sassenfeld. Mit 40 Abbildungen

M. 3.—

Himmelsbeobachtung mit bloBem Auge. Von Oberlehrer Franz Rusch. 2.
Aufl. Mit zahlreichen Figuren. (U. d. Pr. 1921.)

An der See. Geogr.-geologische Betrachtungen. Von Prof. Dr. P. Dahms.
Mit 61 Abb.

M. 3.—

Kiistenwanderungen. Biologische Ausfliige. Von Dr. V. Franz. Mit 92
Figuren

M. 3.—



Geologisches Wanderbuch. Von Dir. Prof. Dr. K. G. Volk. 2 Teile. I. Mit
Abb. u. 1 Orientierungstafel. 2. Aufl. (U. d. Pr. 1921.) II. Mit 193
Abbildungen

M. 4.40

GroB3e Geographen. Bilder aus der Geschichte der Erdkunde. Von Prof. Dr.
Felix Lampe. Mit 6 Portrits. 4 Abb. und Kartenskizzen.

M. 4.—

Geographisches Wanderbuch. Von Priv.-Doz. Dr. A. Berg. 2. Aufl. Mit
212 Abb.

M. 4.40

Anleitung zu photograph. Naturaufnahmen. V. Lehr. G. E. F. Schulz. M.
41 photogr. Aufn.

M. 6.60
Vegetationsschilderungen. Von Prof. Dr. P. Griabner. Mit 40 Abbildungen.
M. 3.—
Unsere Friihlingspflanzen. Von Prof. Dr. Fr. Hock. Mit 76 Abbildungen
M. 3.—

Grof3e Biologen. Bilder a. d. Geschichte d. Biologie. Von Prof. Dr. W. May.
Mit 21 Bildnissen

M. 3.—-

Biologisches Experimentierbuch. Anleitung z. selbst. Stud. d.
Lebenserscheinung. f. jugendl. Naturfreunde. V. Prof. Dr. C. Schiffer.
Mit 100 Abb.

M. 6.60
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